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CARTA DEL EDITOR

Como ya es costumbre, para esta edicion del JOOM, comentamos brevemente sélo
tres obras escritas por destacados investigadores en el &rea de la matematica y publicadas en
afios cuya secuencia calendarica es congruente con este afio de 2023.

En el afio de 1933, el gran matematico soviético Andréi Nikolayevich Kolmogorov
publica, en lengua alemana, su aportacion fundamental: “Grundbegriffe der
Wabhrscheinlichkeitrechnung” o “Los Conceptos basicos de la Teoria de la Probabilidad” que
aparecio en la revista de Aportes de las Matematicas. Posteriormente G. M. Bavli realiza la
traduccion a la lengua rusa en 1936. El extracto de la presente resefia se basa en la edicion de
1950 en lengua inglesa de la editorial Chelsea de Nueva York. En el prefacio el autor expone
que el proposito principal de su monografia es proponer un fundamento axiomatico a la
Teoria de la Probabilidad y como consecuencia moderniza los conceptos basicos de esta
teoria, ya que dichos conceptos, hasta ese afio, eran considerados bastante peculiares. La
realizacion de una aportacion como esta pudo haber sido bastante desesperada hasta antes de
la publicacion de las teorias de Lebesgue sobre la medida y la integracion. Sin embargo,
después de ello las analogias entre la medida de un conjunto y la probabilidad de un evento,
asi como entre la integral de una funcion y la esperanza matematica de una variable aleatoria,
se clarificaron bastante. Estas analogias dieron lugar a extensiones adicionales como por
ejemplo, varias propiedades de las variables aleatorias independientes estaban en total
concordancia con las propiedades correspondientes de las funciones ortogonales. Aunque sin
bien, la Teoria de la Probabilidad no se basa en los ejemplos citados anteriormente, era
sumamente necesario hacer independientes a las teorias de la medida y de la integracion de
los elementos geométricos que estaban en primer plano en la propuesta de Lebesgue, tarea
que llevé a cabo Fréchet. La concepcion de la Teoria de la Probabilidad basada en los puntos
de vista generales mencionados anteriormente era de actualidad en aquella época para
algunos matematicos, pero aun faltaba una exposicién completa de todo el sistema que
quedase libre de complicaciones extrafias. Kolmogorov tuvo el cuidado de atender aquellos
puntos que no se incluyen en lo expuesto anteriormente al redactar su propuesta y que forman
una gama de ideas que son familiares para el especialista y que son: la distribucién de
probabilidad en espacios de dimension infinita (tratado en el Capitulo 3); la diferenciacion y
la integracion de la esperanza matematica con respecto a un parametro (Capitulo 4); y
especialmente, la teoria de probabilidad condicional y esperanza condicional (Capitulo 5). El
autor enfatiza que el surgimiento de estos nuevos problemas se relaciona con problemas
concretos de lafisica, y hace referencia a la publicacion en ese afio de 1933 de M. Leontovich
en el Journal de Fisica de la URSS del trabajo de investigacion titulado “Zur Statistik der
Kontinuierlichen Systeme und des zeitlichen Verlaufes der physikalischen Vorginge” o
“Sobre la estadistica de los sistemas continuos y el curso de los procesos fisicos a lo largo
del tiempo”. El capitulo 6 incluye un estudio, aunque sin demostracion, de algunos resultados
de la investigacion de A. Khinchine y del autor de las limitaciones de la aplicabilidad de la
Ley de los Grandes Numeros. La bibliografia incluida menciona los trabajos mas recientes
en esa época. El autor firma en la localidad de Kljasma, cerca de Moscu, el domingo de
Pascua de 1933. Haciendo los célculos apropiados (consultar JOOM No. 7, julio — diciembre



2022) la luna llena fue el domingo 9 de abril aproximadamente a las 18:02 horas y debido a
que 1933 tuvo el mismo calendario que este 2023, el domingo 16 de abril se celebro la
Pascua y firmo el prefacio de su propuesta. La obra se divide como sigue: Capitulo 1: Teoria
elemental de la Probabilidad; Capitulo 2: Campos Infinitos de Probabilidad; Capitulo 3:
Variables Aleatorias; Capitulo 4: Esperanza Matematica;, Capitulo 5: Probabilidad
Condicional y Espectativa Matemaética; Capitulo 6: Independencia; La Ley de los Grandes
NUmeros.

Los Axiomas propuestos por el autor se definen de la siguiente manera. Cita la obra
de Hausdorff, “Mengenlehre” o “Teoria de Conjuntos” de 1927, pagina 78. “Un sistema de
conjuntos se Ilama campo si la suma, el producto y la diferencia de dos conjuntos del sistema
también pertenece al mismo sistema. Todo campo no vacio contiene al conjunto nulo 0.
Utilizando la notacién propuesta por Hausdorff, se designa al producto de A y B por AB; su
suma por A + B en el caso donde AB = 0; y en el caso general de A + B; la diferencia de
Ay B por A— B. El conjunto E — A que es el complemento de A, se denotara por A. Se
infiere que el lector esta familiarizado con las reglas fundamentales de las operaciones entre
conjuntos y sus sumas, productos y diferencias. Todos los subconjuntos de F se designan por
letras latinas mayusculas”.

Sea E una coleccion de elementos &,v,,..., representan sucesos elementales, y F un
conjunto de subconjuntos de E; los elementos del conjunto F son los sucesos aleatorios.

1.- F es un campo de conjuntos.
2.- F contiene al conjunto E.

3.- A cada conjunto A de F se le asigna un numero real no negativo P(A), que se denomina
la probabilidad del evento A.

4.- P(E) =1.
5.- SI A y B no tienen elementos en comun, entonces P(A + B) = P(A) + P(B).

Un sistema de conjuntos F , junto con una asignacion definitiva de nimeros P (A) satisfacen
los axiomas 1 — 5 y estos axiomas son consistentes.

La imagen anterior pertenece a ©Chelsa Publishing, inc. Todos los derechos reservados.



En 1967, la editorial soviética “La Ciencia” publica en Moscu el texto titulado
“Integral, Medida y Derivadas” de la autoria de G. E. Shilov y B. L. Gurevich, una Teoria
General. Este libro presenta de forma moderna la Teoria General de la Integral para
funciones numéricas y ademas toda la gama de problemas relacionados con la integral, la
medida y la derivada y se basa en la Integral de Daniell. Uno de los conceptos principales
en el andlisis matematico es precisamente el de Integral. La definicion clésica de este objeto
matematico fue completada por Cauchy y Riemann en el siglo 19, y ha sido muy util en la
solucién de muchos problemas en los campos de la fisica, la mecénica y la matematica
misma. Con este concepto es posible escribir, por ejemplo, una secuencia de funciones:
f1(x), ..., fn(x), ..., con la condicion: a < x < b, de tal modo que satisface, en promedio, la

condicion de convergencia de Cauchy y posteriormente de T. E. Velyuina: fablfn(x) -

fm(x)|dx, y que tiende a cero cuando: n = oo A m — oo, por lo que no existe funcion limite
entre las integrales de Riemann . Asi, la clase de funciones integrables de Riemann es por
tanto, incompleta. Es posible que, bajo estas circunstancias, se haya originado la famosa
afirmacion de Wiener (1933): “En un curso ideal de Teoria de la Integral de Lebesgue, todos
los teoremas serian establecidos como consecuencia de la Integral de Daniell (N. Wiener y
R. Paley: “La Transformada de Fourier en el dominio Complejo”. (existe traduccion al ruso,
por editorial “La Ciencia”, 1964: pagina 214). Entre las fuentes originales del tema, debemos
mencionar las siguientes obras: “Lecciones de Analisis Funcional”, 1954 de Frigyes Riesz
y Béla Sekefalevy - Nagy; En esta obra se demuestra que el método de Daniell se cumple
para el caso de una o mas variables reales. L. Loomis, “Introduccion al Analisis Armonico
Abstracto”, de 1956. En esta obra se estudia el Método de Daniell de forma general, aunque
con una pequefa variante. La primera edicion rusa se public en 1964 por editorial “La
Ciencia” y posteriormente una publicacion en inglés en 1966, a cargo de la editorial Prentice-
Hall. El texto que nos ocupa esta dividido en cuatro partes: 1) La Integral, con 3 capitulos;
2) La Integral de Stilltjes, con 2 capitulos; 3) La Medida, con 3 capitulos; 4) La Derivada,
con 2 capitulos.

La imagen anterior pertenece a © M3damenscmeo Hayka. Todos los derechos reservados.

En 1978 un aventajado ex estudiante de Emil Artin, el Profesor Serge Lang, entonces
miembro de del Colegio de profesores e investigadores del Departamento de Matematicas de
la Universidad de Yale con sede en la ciudad de New Haven Connecticut, publica su obra



titulada “Campos Ciclotomicos”, con el proposito de ofrecer una actualizacion a la
introduccién de este clésico e interesante objeto matematico apoyando en la investigacion y
docencia a los tedricos numéricos, lo gedmetras algebraicos, los topologos y los algebristas
que trabajan con la Teoria K. El trabajo de Kummer sobre campos ciclotémicos facilité el
camino para el desarrollo de la teoria algebraica de nimeros en general, consecuencia del
producto de investigadores como Dedekind, Weber, Hensel, Hilbert, Takagi, Artin y otros
muchos. Sin embargo, el progreso de esta teoria general mostrd en cierto momento una
tendencia al rezago debido al surgimiento de algunas propuestas especiales hechas por parte
de Kummer y que no coincidian del todo con la teoria general y que por un largo periodo
del siglo pasado dichas propuestas se olvidaron o se retomaron muy poco, con excepcion de
algunas investigaciones de las que resaltan las de Pollaczek (Sobre los cuerpos circulares
irregulares de I-enésimo orden y de 12 — enésimas raices unitarias, en aleman, publicado en
la revista alemana Momento Matematico No. 21 en 1924: paginas 1-38); E. Artin y H. Hasse
(Los dos teoremas complementarios a la ley de reciprocidad de la n-enésima potencia en el
campo de las i-enésimas raices de la unidad, en aleman, publicado en el Sexto Seminario del
Departamento de Matematicas de la Universidad de Hamburgo en 1928: péginas 146-162) y
H. S. Vandiver, H. S. (El Gltimo Teorema de Fermat y el segundo factor en el nimero de
clase ciclotomica, en inglés, publicado en el Boletin de la Sociedad Americana de
Matematicas No, 40 en 1934: paginas 118-126.). A mediados de la década de los 50 la teoria
de los campos ciclotdbmicos se retomd nuevamente con las aportaciones de Iwasawa y
Leopoldt. El primero de ellos observo que este objeto matematico presentaba analogias con
los campos numeéricos de extensiones de campo constante en la geometria algebraica, asi que
escribid muchos reportes de investigacion relacionados con torres de campos ciclotomicos,
y mas generalmente con las extensiones de Galois de campos numéricos cuyo grupo de
Galois es isomérfico al grupo aditivo de enteros p-adicos. Por su parte, Leopoldt se concentro
en un campo ciclotomico fijo, y establecié varias analogias p-adicas de férmulas numéricas
de clase analitica clasica compleja. Particularmente, esto le llevo a introducir, junto con
Kubota, las analogias p-adicas de L-funciones complejas adjuntas a extensiones ciclotomicas
de los racionales. Finalmente, durante los ultimos afios de la década de los 60 Iwasawa hizo
un descubrimiento fundamental que logré una conexion muy cercana entre su trabajo sobre
torres de campos ciclotomicos y también de las L-funciones p-adicas de Leopoldt-Kubota.
La aportacion de lwasawa se titula Sobre las L-funciones p-adicas, en inglés, publicado en
los Anales de Matemaéticas 89 en 1969: paginas 198-205. Los resultados clasicos de Kummer,
Stickelberger y de lwasawa-Leopoldt, se han complementado con los resultados de
investigacion de los siguientes autores y como consecuencia, han recibido nueva
significancia en muchas ramas de la matematica.

1) Las analogias para extensiones de campos imaginarios cuadraticos en el contexto de
la multiplicacion compleja, con la participacion de Novikov, Robert y Coates-Wiles.
Especialmente este Gltimo ha obtenido mayores resultados en la direccion de la
conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer, obteniendo nuevo conocimiento relacionado
con las leyes de reciprocidad explicita, asi como un refinamiento a la teoria de
Kummer-Takagi sobre unidades para todos los niveles.



2) Los desarrollos realizados por Coates, Coates-Sinnott y Lichtenbaum sobre una teoria
anéloga en el contexto de la Teoria K.

3) El desarrollo realizado por Kubert-Lang sobre una teoria analoga para las unidades
y la clase de grupo de divisor cuspide de la funcion de campo modular.

4) Laintroduccion de las formas modulares por Ribet al probar el reciproco del Teorema
de Herbrand.

5) Laconexion entre los valores de las funciones zeta en enteros negativos y los términos
constantes de formas modulares que inician con los resultados obtenidos por Klingen
y Siegel, y los amplios desarrollos a las propiedades de congruencia de estos términos
constantes, realizado por Serre, por ejemplo, estableciendo la existencia de L-
funciones p-adicas para campos reales totalmente arbitrarios.

6) La construccion de las funciones zeta p-adicas en varios contextos de curvas elipticas
y formas modulares como aportacion de Katz, Manin, Mazur y Vishik.

7) La conexion con anillos de endomorfismo de variedades abelianas o curvas,
implicando la multiplicacion compleja, por Shimura-Taniyama, y/o la curva de
Fermat, por Davenport-Hasse-Weil, y mas recientemente por Gross-Rohlich.

En esa época no existia una introduccion sistematica a la Teoria Basica Ciclotomica, por lo
que el texto intentd cubrirlo. Aunque hay ausencia de una conexién con las formas
modulares, el texto pretende ser puramente ciclotdbmico, con un distintivo totalmente
elemental, aunque se aborde en algunos capitulos la Teoria de Campos clasica. Entonces,
permanecia abierta la conjetura de Vandiver que proponia que h* es prima a p.

La conjetura Iwasawa-Leopoldt relativa a que la p-primaria parte de C~ es ciclica sobre el
grupo de anillo, y por tanto isomérfica al médulo de grupo de anillo del ideal de
Stickelberger. Para un primer nivel, Leopoldt e Iwasawa han mostrado que esto es una
consecuencia de la conjetura de Vandiver y se trata a detalle en el Capitulo 6, parte 4. Mucho
de la teoria ciclotomica se extiende a la totalidad del campo de los nimeros reales, en forma
de teoremas o conjeturas y aunque no se analiza este aspecto, los trabajos de J. Coates (L-
funciones p-adicas y la Teoria de Iwasawa, publicada en la Conferencia Durham sobre Teoria
de Numeros algebraica y Teoria de Campo de Clases, 1976) y de T. Shintani (Sobre la
evaluacion de las funciones Zeta de la totalidad de Campos numeéricos algebraicos reales de
enteros no positivos, publicacion en inglés en el Journal de la Facultad de Ciencias de la
Universidad de Tokio, IA Vol. 23, No. 2, 1976: paginas 393-417). Para la época, no parecia
haber duda acerca de que el progreso de la teoria de campos ciclotomica estaria vinculado
fuertemente con los conceptos del algebra geométrica, especialmente en lo relativo a las
Curvas de Fermat y Modulares. El texto esta conformado por 9 capitulos: 1) Sumas de
caracteres; 2) Los ideales de Stickelberger y las Distribuciones Bernoulli; 3) Formulas
analiticas complejas de nimeros de clase; 4) L-funciones p-adicas; 5) Teoria de Iwasawa y
los grupos de clases ideales; 6) Teoria de Kummer sobre Z,-Extensiones Ciclotomicas; 7)
Teoria de lwasawa sobre Unidades locales; 8) La teoria Lubin-Tate; 9) Las leyes de
reciprocidad explicita.
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La imagen anterior pertenece a ©Springer-Verlag, inc. Todos los derechos reservados.

En éste nimero se presentan las siguientes propuestas que abordan desde la
rigurosidad matematica distintos problemas.

En la seccion objetos se realiza un analisis estructural de los campos ciclotomicos, asi
como un algoritmo nobel para la solucién de ecuaciones cuadraticas con raices R o C.

Por otro lado para la seccion objetivos se realiza una axiomatizada demostracion
matematica del modelo de control Lyapunov-Razumikhin aplicada para obtener la solucion
a estabilidad de sistemas de ecuaciones discretas no autbnomas que tengan un retraso infinito
en tiempo continuo con aplicaciones hacia la cibernética de maquinas. Se presenta un modelo
matematico de centros de gravedad de tres dimensiones sinusoidal mediante I.A. que utiliza
un algoritmo evolutivo basado en error relativo y probabilidad con aplicacién a brindar
soluciones a problemas de planes de estudio, recesion-economia crediticia, seguridad
ciudadana, cancer, sismos y transito. Por ultimo se realiza el modelado dindmico que presenta
el tipo de cambio USD/MXN aplicando procesos estocasticos para la toma de decisiones en
los mercados; simulando predicciones para el afio 2023 mediante una comparacion con los
datos reales por método Monte Carlo desde un enfoque de movimiento Browniano
Geomeétrico (GBM) para lograr una aproximacién del comportamiento del precio del peso
mexicano.

Lamentamos profundamente que la Editorial Espafiola Prensa Cientifica haya dejado
de editar la version espafiola de la revista American Scientific denominada Investigacién y
Ciencia, cuyo primer fasciculo aparecio el mes de octubre de 1976 y la Gltima entrega fue el
pasado mes de enero de este 2023, con un total de 556 ejemplares cuyo contenido cientifico
ha sido de gran calidad, con temas de actualidad y escritos por investigadores de primer
nivel. Las traducciones realizadas por el equipo editorial fueron siempre muy acertadas. La
seccion de Juegos Matematicos se mantuvo en cada uno de los 556 ejemplares publicados.
Agradecemos la labor de todo el equipo editorial.

Felicitamos cordialmente a la Sociedad Matematica Mexicana por su octogésimo
aniversario. Fue fundada el miércoles 30 de junio de 1943. Ha contribuido enormemente al
conocimiento matematico al ofrecer publicaciones de alta calidad durante todos estos afos.



La revista JOOM se complace en invitar a su primer evento anual para el afio 2024
con motivo de la celebracion de los 50 afios de la publicacion de Gerhard Ringel sobre la
propuesta de solucion al problema del coloreado de mapas, ademas de la congruencia de la
secuencia de dias del calendario a partir del 1ero de Marzo entre 1974y 2024; se llevara a
cabo el Congreso Internacional de Objetos y Objetivos Matematicos (CIOOM 2024)
junto con el Simposium Internacional sobre Reflexiones y Avances en el Problema de los
Cuatro Coloresy la Teoria de Grafos 2024 en la ciudad de México los dias 14 y 15 de Marzo
del 2024 dentro de las instalaciones de la biblioteca Vasconcelos. Los tdpicos de trabajo los
pueden revisar de acuerdo con la convocatoria qué podra encontrar en el sitio
www.cioom.org. Ambas opciones de publicacién son libres de costo para los autores y la
asistencia al evento es gratuita para el publico en general pudiendo obtener constancia con la
valor curricular.
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Resumen- Esta aportacién tiene el propoésito de brindar una
breve resefia de las ideas basicas en el estudio de los campos
ciclotomicos y los polinomios ciclotomicos. La estructura de las
ideas matematicas consta de 3 nociones basicas, 9 definiciones, 6
escolios y 6 consecuencias, un teorema y su demostracion..

Palabras  Clave- Campos ciclotomicos;  polinomios
cicolotdmicos; numeros p-adicos.

Zusammenfassung- Ziel dieses Beitrags ist es, einen kurzen
Uberblick Uber die Grundideen bei der Untersuchung
zyklotomischer Felder und zyklotomischer Polynome zu geben.
Die Struktur mathematischer Ideen besteht aus 3
Grundbegriffen, 9 Definitionen, 6 Scholia und 6 Konsequenzen,
einem Theorem und seiner Demonstration.

Schlisselworter- Zyklotome Felder; zyklotomische Polynome;
p-adische Zahlen.

Pe3tome - ITOT BKJIaJA HMeeT LeJbI0 JaTh KPaTKHii
0030p OCHOBHBIX HJeil B M3yYeHHM KPYIOBBIX MoJeil n
KPYroBbIX NOJMHOMOB. CTpykTypa MaTeMaTH4eCKHX
ujeil COCTOUT U3 3 OCHOBHBIX MOHSATHIA, 9 onpeneneHuii, 6
cX0Jiuii U 6 ciIeICTBUI, TEOPEMBI U ee 10KA3aTe/ILCTBA.

Knrouegvre ciaosa - IUKJIOTOMHUYECKHE moJisi;

HNUKJIOTOMUYCCKHUE NMOJTUHOMBI; P-aAu4€CKHe Yncjia.
Mathematical Subject Classification: 11R60

I.  DEFINICIONES

Nocién 1.- Sea &, n-ésima raiz primitiva de la unidad, con
la condicion: n € N. [1], [2].

Nocion 2.- Q representa el Campo de los NUmeros
Racionales. [1], [2].

Def. 1.- K, = Q(&,,) representa un Campo obtenido a partir
de Q al asociarlo con &,, (elementos del conjunto descrito).

[1], [2].
Nocion 3.- Sea p un nimero primo fijo. [3].

Def. 2.- n = p"»™n’ representa a cada nimero entero
diferente de cero, con la condicidn de que se sustenta en el
Teorema Fundamental de la aritmética [3]; donde n’ es un
nuamero entero distinto de cero, v,n es un entero no negativo
anico.

Consecuencia 1.- v,:Z\ {0} >N es una funcion
denominada valoracion p-adica.

Consecuencia 2.- a,b € Z* - v,(x) = vy(a) — v,(b).
Esta expresion define la valoracion p-adica de: x = %.

Escolio 1.- Debido a que la valoracion p-adica no depende
de x (Consecuencia 2), es posible definir un nuevo valor
absoluto sobre el Campo de nimeros racionales.

Def. 3.- |x,| = p~»™ representa el valor p-adico absoluto
de xQ\ {0}, con p0 =0, de acuerdo con la misma idea
anotada en la consecuencia 1.

Escolio 2.- Se puede observar que el valor absoluto p-adico
es no arquimediano, y por tanto existe una métrica p(x,y) =
|x — y|,, denominada ultra métrica [3].

Def. 4.- Todo valor absoluto no comdn sobre Q puede ser
de dos tipos: a) equivalente al valor absoluto real; b)
equivalente a uno de los valores p-adicos absolutos. (Esta
afirmacioén es conocida como el Teorema de Ostrovski, pero
para el propdsito de este analisis, lo he adaptado como una
definicién).

Consecuencia 3.- Los numeros p-adicos son el
complemento del conjunto Q. Sea p un valor métrico extremo
inferido por el valor absoluto p-adico sobre el conjunto Q;
entonces el par ordenado (@Q, p) es un espacio métrico extremo,
y no esta completo, debido a que existen secuencias de Cauchy
gue no convergen en ningln elemento del conjunto Q.

Escolio 3.- Una secuencia de Cauchy se puede describir
como (a;) en @ con relacién a un valor absoluto p-adico si
cumple la siguiente condicién: ]li—{l;lolak-'-l — axl, = 0. Como
a, es una secuencia de Cauchy, es evidente que a,, — a, =
0 cuando k — co. Con ello podemos suponer que a, es la
secuencia que satisface la expresion del limite citado. Sea m >
k. Entonces existen elementos: n € Z*|h =k +n = |a, —
akl =< max(lak+n - ak+n—1|p ’ |ak+n - ak+n—2|p' By |ak+1 -
ailp)-

Si se cumple que a;,.; —a, = 0 cuando k — oo, entonces
Ay —a, — 0 cuando m,k — co. De ahi que a; sea una
secuencia de Cauchy.

Def. 5.- Si Q, representa el campo de nimeros p-adicos
racionales, entonces se pueden denominar a los campos
ciclotomicos locales representados por Q,,(&,,).

Escolio 4.- Al enunciar los campos K,, = K,,|n de la
forma 2n+1, normalmente debe asumirse que n #
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2(mod 4). Este concepto matematico surge de la idea de la
division de una circunferencia en n partes iguales [2], [4] y que
es equivalente al trazo de una raiz primitiva &, en el plano
complejo. La estructura de este objeto matemético es muy
sencilla, lo que posibilita la formulacién de conceptos
generales en la teoria de nimeros. Una consecuencia del
estudio y analisis de los campos ciclotémicos son los conceptos
de un nimero entero algebraico y de divisor. Una caracteristica
especial de estos objetos matematicos relacionados con los
campos numéricos algebraicos se enuncia en la proposicién de
Kroneker — Weber, que establece lo siguiente: una extension
finita K/Q es abeliana si cumple la condicién K c K,, para
algun elemento n.

Escolio 5.- En el estudio de la Teoria de NUmeros estan
incluidas las propiedades aritméticas de las raices de la unidad

(5], [6].

Def. 6.- Sea C el conjunto de los nimeros complejos. Se
tiene: (cosa + isen a)™ = cosna + i sen na, para todos los
enteros n por (Teorema de De Moivre).

Consecuencia 4.- La ecuacién algebraica: z" —1=10 ,
tiene por raices:

a) &, = cosznTm+isen2nTm,(m =0,1,2,..,n—1).

0 1 2 -1
b) en Emy €y e E T

Escolio 6.- La posicion en el plano complejo para (a) es
variable. En el circulo unitario con centro en el origen, estos
nameros forman los vértices de un poligono inscrito regular de
n lados de tal forma que un vértice se extiende sobre el eje real
positivo [6]. Asi, el producto de dos enésimas raices de la
unidad es también una enésima raiz de la unidad. Cuando &,
distingue a uno de los nimeros en (a) con la propiedad de que
todos los numeros sean diferentes, se concluye que &, es una
enésima raiz primitiva de la unidad, por ello (b) representa
todas las raices enésimas de la unidad.

Def. 7.- Para un polinomio de grado a(n), se tienen los
siguientes argumentos:

a) E,(x) =Tls(x—¢€,), que describe el producto
extendido sobre todas las enésimas raices de la unidad
y define un polinomio ciclotémico de grado n. La
sucesion pq,p,, ..., P denota los distintos factores
primos de n, ademas, se tiene: [[, = (x™ — 1), conla
condicibn1 <v <r.

n
b) TI, = [I(xPuPi2Piv — 1), representa el producto
extendido sobre todos los elementos v de indices i
que satisfacen: 1 < i; < i, < <i, <.

c) Sealasiguiente identidad:

[ToIl

00 = 1T

Donde todos los productos con indice v par se escriben en
el numerador y los correspondientes impares en el
denominador.

Def. 8.- El Polinomio:

[

w€eC, la enésima raiz pritiva de la unidad

(x—w)

¢n =
2mik
= (x—e n)eCx)
1sk<n<,<M.cC.D.(k,n)=1

Representa al enésimo polinomio ciclotémico [7].

Def. 9.-
condiciones:

Sean n,k € N. Se tienen las siguientes

a) ¢Pp=x"T+x" 24+ x"3 4.+ x+1;sines
ndmero primo.

b)  ¢2n = P (—x); si nes nimero impar igual o mayor
que 3.

C)  Prn Pn=P, (x*) ;sikesun nimero tal que no
divide a n.

d) Prn = ¢, (x*); sitodo divisor primo de k divide a
n.

Consecuencia 6.- ¢,, tiene coeficientes en el conjunto Z.

Il. TEOREMA.

Teorema 1.- Para algiin nimero entero positivo n, existe la
factorizacion:

= 1= [ ¢

dn

Prueba. Por nociones (1), (2), Def. (6) (8), w e Cyesla
enésima raiz de la unidad, por consecuencia (4) y escolio (6).
El ordinal (w) = d, para algun divisor d de n, por Def. (9,
inciso d). Significa que w es la enésima raiz divisora primitiva
de la unidad, y consecuentemente ¢4 (w) = 0. Por el contrario,
si w € C es una enésima raiz divisora primitiva de la unidad,
para algin divisor d de n, también por Def. (9, inciso d),
entonces w® = 1, por lo que también w™ = 1. Muestra que
ambos polinomios en el teorema 1 tienen las mismas raices en
el campo complejo C. Ademas, analiticamente, (x™ — 1)’ =
nx™ 1 es coprimo con x™ — 1, lo que significa que esta Gltima
expresion es cuadrable, asi ¢, es cuadrable para todo d, y tanto
¢4 como ¢, no tienen raices en comdn a menos que los
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subindices sean iguales entre si. Esto justifica que también el
polinomio del lado derecho en el Teorema 1 es cuadrable, por
lo que ambos polinomios son monicos e iguales entre si.

I1l. CONCLUSIONES

El estudio de los campos ciclotdmicos ha recobrado mucha
importancia durante los Gltimos 50 afios. Dos aplicaciones
interesantes son:

1) Aportaciones a la solucién del dltimo teorema de Fermat,
como son las valoraciones p-adicas y los polinomios
ciclotdmicos.

2) En el a&mbito del algebra moderna computacional, el
desarrollo de cddigos BCH ha tenido un apoyo fundamental en
el estudio de estos polinomios. El desarrollo de la estructura de
las dinamicas aleatoria y deterministica también se ha
enriquecido con el estudio de los nimeros p-adicos.
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Resumen- En este articulo se describe la obtenciéon de un
nuevo algoritmo, denominado Algoritmo J1, el cual soluciona
ecuaciones cuadraticas con raices R o C con una menor cantidad
de pasos en su ejecucion al realizar una comparacion con otros
algoritmos.

Palabras clave- Algoritmo, raices, continuidad, derivadas,
intervalos, funcién, polinomio, sustitucidn, reales, complejos.

Abstract- This article describes how to obtain an new
algorithm, called Algorithm J1, which solves quadratic equations
with roots R or C with fewer steps in its execution when making a
comparison with other algorithms.
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I. INTRODUCCION

La historia que justifica el origen de las resoluciones de
ecuaciones de segundo grado es muy interesante y llena de
personajes que han contribuido en la blsqueda de la
explicacion del mundo [10]. Las ecuaciones de segundo grado
fueron resueltas aritméticamente por los egipcios y
geométricamente por Euclides y algebraicamente por los
hindus [10].

Las ecuaciones cuadrdticas fueron analizadas
algebraicamente en la India [7]. Aryabhata manejo6 un enfoque,
parecido a la suma de una serie geomeétrica, en la que muestra
la solucion a una ecuacion de la forma ax? + bx + ¢ = 0 pero
sin consolidar alguna regla o como se llegd a esa solucion en
si [8][11]. Un siglo después, Bhaskara Il (c. 1150) comenzé a
trabajar con ecuaciones cuadraticas y obtener raices multiples,
cabe sefialar, que ambas eran positivas [3].

El Algoritmo J1 es un método alternativo para resolver
ecuaciones cuadraticas enfocado en sustituciones
simples con el fin de ahorrarnos pasos y complejidad al realizar
las operaciones para dicho fin.

I1. DESCRIPCION DEL ALGORITMO J1

Definicién 1.- Una funcion f se le llama polinomio si
fx) =aux™+ ap_x™ 1+ -+ ayx? + a;x + a, donde n
es un entero no negativo y los nimeros ag, ay, ... ,a, Son
constantes que se conocen como coeficientes del polinomio. El
dominio de cualquier polinomio es R = (—oo, o) [13].

Sea el polinomio [13]
gx) = cpx™ + e x™ T+ o+ ox + ¢ (1)

donde

(cor €1y v s Cp) (2

son constantes [13].

Teorema 1.- Cualquier polinomio es continuo sobre R =
(=00, ).

Demostracién: Si un polinomio de la forma f(x) =
CpX™ 4 Cpogx™ L+ 4 cx% + ¢1x + ¢ donde ¢, ¢y, ..., Cp
son constantes. Se sabe que 91613611 Ch=2¢CY chi_r)ré xm=a";m=
1,1, ..., n que es la proposicion de la funcién f(x) = x™ esuna
funcién continua. Dado que f es una suma de funciones de la
forma ca™ y una funcién constante, se deduce que f es
continua m [13].

Por el Teorema 1 el polinomio g(x) (1) es continuo. Y si
g(x) (1) toma la forma particular de una ecuacion cuadratica:

(3)

4

x2+bx+c=0
Con coeficientes reales
b,c eR
Entonces se puede definir
fX)=x2+bx+c=0

)

Definicidn 2.- Una funcion f es derivable en un punto a
si f es continua y si existen las derivadas laterales y estas sean

iguales f'(a) = lirg_iﬂawfz_f(a) =f'(a*) =
xX—
lim, f(a%)‘f(a) [52].
x-0

Definicion 3.- Una funcidn f es derivable en un intervalo
(a, b) cuando lo es en todos los puntos de este [13].
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Si se tiene un intervalo cerrado

(6)

Entonces podemos establecer por el Teorema 1 que f es
una funcién continuaen [x;, x,] ya que f es un polinomio [13].

[xlfo]

Ademas, por la Definicion 2 y la Definicién 3, f una
funcién polindbmica continua (5), es derivable en (x,, x,) [13].

Definicidn 4.- El conjunto D de todos los valores posibles
de entrada se denomina dominio de la funcion. El conjunto de
todos los valores de f(x) cuando x varia por todos los valores
de D se denomina imagen o rango de la funcion f:x — y.

Se observa que se obtiene por las imagenes de x;, x,

f(x1) = f(xz) 7

Teorema 3.- Si un polinomio real f (x) toma valores f (a)
y f(b) de signos opuestos para x = a Yy x = b, entonces hay
por lo menos una raiz de la ecuacion f(x) = 0 en el intervalo

(a,b).

Demostracién: Sea a,b € Z. Entonces f(x) se puede
transformar en un polinomio real ¢(x) con ¢(0) = f(a) y
@(1) = f(b) nimeros de signos opuestos. Cuando ¢(t) =0
tiene una raiz entre 0 y 1, lo que implica la ecuacion original
f(x) = 0 que tiene una raiz entre a y b. Entre los valores
fla),fla+1),..,f(b)de los cuales f(a) <0y f(b) >0
existe un f(cy,) que es un Gltimo término no positivo tal que
flcy) <0y f(cg+1)>0.Si f(cy) =0 la ecuacion tiene
una raiz entera ¢, entre a y b. De lo contrario, se divide el
intervalo (cy, ¢y + 1) en diez partes iguales considerandose los

1 2
nameros f(cy), f (co 10) f (co + 10) ., f(cy + 1) de los
cuales f(cy) < 0y f(cy + 1) > 0. Entre ellos existe un tltimo
no positivof(c0 +i—;),0 <¢ <9tal quef(c0 +i—;) <0y
) > 0. Si f(c0 E) = 0 la ecuacion f(x) tiene

c1+1

f(C°+ 10

una raiz racional

Co+ L) entre a y b. En caso contrario, se
0" 10

divide el intervalo entero (co +oc

iguales considerandose los nimeros f (co 10) f (Co + i—(l) +

#), ,f(c0

positivo f(c0+ +

+1 .
Clo ) en diez partes

a 5 ) Entre ellos existe un nimero Gltimo no

), 0<c2<9. si f(co+c—1+

102
C2

F) = 0 se tiene una raiz racional (co += + —) entreay b.

En caso contrario, se divide el intervalo (Co += + 102, ot
+1 - -
a .t Cfoz ) en diez partes iguales y se contintia con Ia iteracion.

EI proceso termina cuando la ecuacidn tiene una raiz racional
Co + + F + - + —== representada por una fraccion finita
entre a y b,delo contrarlo puede continuarse indefinidamente,

determindndose un decimal de infinitas cifras & = ¢, +C—1+
Lt Al definin &y =co+ 24Tty g =

F 102 10m
+ o+ E LI vy mil tenemos fCEn) <0y f(n,) >0
para m =123, ... Por Ia estructura de la formula de Taylor

[4] tenemos

fGm) = f(E) + (G =" () + Em—

g)zf”(f)_i_(gm )3,2,;(? +<0 y f)=fE+
(= OFE) + Gl = 9 L2 4 (g = 322D 4 s

0 lo que implica f(£) < (€ = &n)f'(©) = (€ = én)? 2+
Y > E =) = € ) E2 4 Este

polinomio evaluado en h; h # 0 se expresa entonces hf' (&) —
h?—> f”(f) + -+ y seria numéricamente menor que un £ > 0. Un

1) puede ser calculado al conocerse el valor de ¢ si solo si |h] <
6. Al considerar las diferencias (¢ —¢&,,) vy (¢ —n,,) son
numéricamente menores que 10™ y tomando m tan grande

como para establecer wim < 4, el segundo miembro de las
desigualdades f(£) < (€ = &m)f' () = (€ — &)2 2 +
Yy O (©) — € =) EE 4 sera

numéricamente menor que &. Entonces por mas pequefio que
se tome ¢ tenemos f(§) <ey f(§) > —e lo que implica
f (&) = 0. Asi queda demostrado que el nimero & = ¢, + ;—(1) +

é - perteneciente al intervalo (a,b) es una raiz de la
ecuacion (&) = 0 m [14].

Corolario 1.- Una ecuacion real f(x) = agx?"*! +
a;x®" + -+ +az,, = 0 de grado impar, tiene por lo menos
una raiz impar. Cuando a,,,,; = 0 entonces x = 0 es una raiz
impar y cuando a,,.,; # 0 sera positiva 0 negativa. Si se
asume a, > 0 entonces para valores suficientemente grandes
¢, f(c) sera positiva y f(—c) serd negativa. Suponiendo
azn4+1 < 0entonces f(0) < 0y f(c) > 0conunaraiz positiva
en la ecuacion f(x) = 0 [14].

Corolario 2.- Una ecuacion f(x) = aox®™ + a;x*" 1 +
-+ a,, = 0 de grado par, en la que a, Y a,, tienen signos
opuestos, posee por lo menos dos raices reales, una positiva y
otra negativa. Sea a, > 0y c suficientemente grande, f(c)y
f(—c) serdn ambas positivas. Entonces desde que f(—c) >
0,f(0) <0y f(c) > 0 cada uno de los intervalos (—c,0) y
(0, ¢) contienen por lo menos una raiz de la ecuacion f(x) =
0 [24].

Corolario 3.- Un polinomio real sin raices reales en un
intervalo a < x < b conserva un signo constante en él mismo.
Sean x" y x"' dos valores cualesquiera tomados en el intervalo
(a,b) entonces ni f(x") ni f(x') son nulos desde que el
intervalo no contiene raices de f(x) y por tanto f(x") y f(x'")
no pueden tener signos opuestos, pues de otra manera, f(x)
tendria raiz entre x' y x"’ perteneciendo al intervalo (a, b) lo
que seria una contradiccion [14].

Corolario 4.- El nimero de raices de f(x) en el intervalo
(a, b) contadas de acuerdo con su multiplicidad, es impar o
par, de acuerdo con que f(a) y f(b) tengan signos opuestos o
iguales. Sean ¢,d, ... , [, distintas raices de f(x) entre (a,b)
con orden de multiplicidad y,é,...,4, entonces f(x) =
(x — ) (x —d)% - (x — D*¢(x) donde ¢ (x) no tiene raices
entre (a,b). Sustituyendo x=b y x =a, haciendo su

1) _ (b=e\V (b=} (b-1\! o)
cociente obtenemos @ (a C) (a_d) (a l) oo Por
el Corolario 3 ‘pibi >0 mientras que

b-c\ (b-a\® (p-1\* £(b)
<(E> (ﬁ) (E) ) < 0. El signo de @ es el mismo
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que el de (=1)Y*5+*A EI nimero de raices de f(x) en el
intervalo (a,b), v,6,... ,4, es impar si f(a) y f(b) tienen
signos opuestos y par si f(a) y f(b) tienen el mismo signo
[14].

Proposicion 1.- Cuando x crece y pasa por una raiz real
de f(x), el comente r ( ) al convertirse en infinito, cambia de

signode-a+o blen, pasa de —oco a +oo [14].

Demostracion: Sea el polinomio f(x) = agx™ +
a;x™ '+ -+ a, con raices x;,x,,..,x, con un factoreo
f(x) =ag(x —x)(x —x3) - (x —x,). Si se sustituye x =

x + h, evaluado quedaria como f(x +h) =as(x+h—
x)x+h—x) - (x+h—x,) =ay(x—x)(x—
h .
X)) (0 — xp) (1 + —) (1 + xz) (1 + X_Xn) 0 bien

h

x_xz) (1 + x_th) donde
L ) se puede escribir en

n
1 1
),
X—x1 X=X X—xn

Entonces f(x +h) = f(x) +h[f x(’: + %] ¥ oo
2 —An

Con las potencias anteriores, se puede desarrollar un polinomio

de Taylor [5] de la forma f(x + h) = f(x) + hf’ (x) +-
PACI iCI f(X) fleo _

obteniendo f'(x) = —1 . + oy + que implica —= )

! ! . Sean a,b, ... ,l, dlstlntas raices de

X—X1 X—Xp X—Xn

multiplicidad «, g, ... , A4, podemos representar la identidad
&) _ a | B A _
f(x)—x_a+xb+ + S f(x) =(x
a)®g(x) entonces g(x) tiene raices dlstlntas b,c,..,l, de
multiplicidad 8,v, ... , 4, lo que supone que se le puede aplicar

foc+h) =) (1 +E)(1 +

() ) - (14 2

potenCIas crecientes como 1+h(
(x)

anterior como

la misma identidad a g (x) obteniendo £ (( )) xib R L -y

) a g’ ()

i—— = i ien ficientes real n
sl xa+g()5 f (x) tiene coeficientes reales y una
raiz real, entonces g(x) es un polinomio real y g(a) # 0. Sea

o _ flla-e) _  a | g'(a—e)
x=a—¢& Yy x=a+¢& tenemos o

fllate) _a | g'late) , -

Fate) : g(a+ o Si €>0 y ademas & es pequefio

g'la=e)
gla-¢)

respectivamente; para £ pequefio son casi iguales a la

implica que —— y —, en valor absoluto, sobrepasan a y

g'(ate)

g(ate)
cantidad finita £ ((a) Por tanto, para e pequefio y positivo,
f'Ga-2) +€)

f(a-¢) f( +S)
serén grandes en valor absoluto m [14].

sera negatlvo y sera pOSItIVO, ademas ambas

Teorema 4.- De Rolle. Entre dos raices consecutivas
a,bla < b de un polinomio f(x) hay por lo menos una, y
siempre, un nimero impar de raices de su derivada f’(x), es
decir, existe por lo menos un punto ¢ en el intervalo tal que

f©)=0

Demostracién: El signo de f(x) no puede cambiar en el
intervalo a + e < x < b—¢ desde que a y b son raices
consecutivas. Entonces f(a + &) y f(b — &) poseen el mismo

signo, si & es pequefio y € > 0, por la Proposicion 1, L (a+;)
0y29=® 0 En consecuencia f'(a + £) y f'(a — &) son de

f(a-¢#)

signos contrarios y entre el intervalo (a, b), por el Corolario 4
debe haber por lo menos una raiz de la derivada f'(x) y el
numero de raices, de acuerdo con su multiplicidad, serd impar
m [3][14].

Por el Teorema 4 De Rolle se sabe que existe un punto m
en el intervalo abierto (x;,x,) de (5) con derivada nula en
dicho punto

f'(m) =20 ®

El dicho punto m debe tener dos coordenadas; es decir
una pareja ordenada: [2]

m(a, B) ©

Para hallar el valor de la primera coordenada a (9) se
obtiene la derivada de (5) que es:

f'(x)=2x+h (10)
Al evaluar a en (10) se tiene:
fll@)=2a+b=0 (11)
—b

a=— (12)

Para hallar el valor de £ (9) se evalda (12) en (5).
fl@)=p (13)
fla) = (%b)z +b (?) +c (14)
fl@)=—-a®+c (15)
p=-a’+c (16)

Por otro lado, la ecuacién (5) se puede reescribir de la

forma:
b\* b2
(x+5> +<——4+C>=0

De tal manera que si se realiza una sustitucion de (12) y
(15) en (17) se obtiene la expresion:

17

x—a)®+p=0 (18)
Para hallar x; , se reescribe (18) en funcion de x.
X12=at-p (19)

Teorema5.-Sia # 0 = a? > 0.

Demostracion: Si a > 0 entonces a-a >0 - a? > 0.
Sia <0 - —a > 0entonces —a - —a > 0,esdecir,a> >0 m

(3]

Se observa que 8 en (19) es muy importante, ya que Si:

B<O0-f(x)=f(x)=0  (20)
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Es decir, se obtiene una raiz cuadrada positiva \/E y por

el Teorema 5 también se nota que si a = 0; x = 0 es la tnica {F G0, fx2)} # 0 (23)
raiz cuadrada. Si se supone que a > 0 y si x2 = a, entonces o )
x # 0y (—x)? = a. Por tanto, x y su opuesto son ambas raices En el caso de (22), f (5) tendria raices complejas:

cuadradas, pero a lo mucho tiene dos; yaque six?> = aey? =

a implica que x> =y?y (x + y)(x —y) = 0 y en virtud de X2 €C (24)
que x = y 0 x = —y. Por lo tanto, si a tiene raices cuadradas, L )
tiene exactamente dos [1] sin contar sus multiplicidades. Esto implica una reescritura de (19) cuando g > 0 (22):
X, =at i\/E (25)
Entonces:
F<0-x,€R 21 De esta manera se ha obtenido un algoritmo denominado

Algoritmo J1 (19)(25), para solucionar ecuaciones cuadraticas
Pero si § > 0, entonces obtenemos una raiz negativa con raices x, , definidasen R o en C.
\/__ﬁ_ Entonces en el Algoritmo J1 el conjunto de raices
definido como ¢, esta dado por:

Por el Teorema 5 se puede inferir que los nimeros

negativos no poder tener raices cuadradas pues si x2 = a, al Xjp,=ax - <0 .x,€ER
ser a un cuadrado ha de ser no negativo [1], es decir, no esta X, =a+ i\/E of>0 ~x,EC (26)
definida en R. ' '

Definicidn 5.- Se designan con C al conjunto de nimeros
complejos C = (R X R, +,.) [9]. I11. ALGORITMO J1

El Algoritmo J1 se puede interpretarse como:
Definicién 6.- Si a Ab € R, el par ordenado (a, b) se g P P

Ilama namero complejo z; z = (a, b) € C [1]. (x2+bx +c=0|b,c €ER) >
—b

El conjunto de los nimeros complejos C satisface los (Ha'ﬁ €Rja="7Np=—a’+ C) -
nueve Axiomas del campo de los reales R; por tanto, todas las {xl,z —a+ /o <0 x,€R
leyes del algebra que se deducen del conjunto de los Axioma Xxj,=atiJfeo >0 x,€C
de R son validos en C y por tanto se deduce que C es un cuerpo (27)
[L1[9]. Cuyo diagrama de flujo es:

Si 3C, c C|(a, 0) € C,, la adicién o el producto de dos
elementos de C también pertenecen a C,. Los nimeros de C,
se comportan del mismo modo que si fueran nimeros reales. @

Por tal motivo, no se hace distincion entre el nimero real x y
el nimero complejo (x, 0). Desde este punto se observa que el
sistema de nimeros complejos como una extension de los
nameros reales [1].

Forma de la ecuacion
x24+bx+c=0

v
Definiciéon 7.- Sea R el conjunto de nimeros reales; Resolver
existe la funcién f que aplica cada nimero real a en el nimero a=-"
complejo (a, 0); f(x) = (a,0)]|a € R [1][4]. , 2
La funcion f tiene como dominio R y como recorrido C, B=-a"+c
aplicando elementos distintos de R en elementos distintos de y

Cy. Se dice que f establece una correspondencia uno a uno
entre Ry C, [1][4].

. . . Verificar
Ya que Ry C, satisfacen los Axiomas, se dice que son B> 0 x12 €C
isomorfos y la funcién f que los relaciona se denomina
isomorfismo [1].
El conjunto de nimeros complejos C es una extension de
los nimeros reales R porque contiene un subconjunto C, X2 ER
isomorfo a R [4]. 3
\ 4
Definicién 8.- EI nimero complejo (0,1) se representa x1=a+.-pB X =a+ i\/E
con la letra i 'y se le denomina unidad imaginaria. Cumple la X, =a——B X, =a—iJp
propiedad i2 =i-i = —1[12]. I
Por tanto, cuando B > 0, por la Definicién 8, se puede =
reescribir como: Fin
. Fig. 1.- Diagrama de flujo Algoritmo J1
B>0-.[-p=iJp (22) P o
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IV.CASOs

A continuacién se muestran algunos ejemplos de
resolucidn de ecuaciones cuadraticas de la forma (5) utilizando
Al algoritmo J1 (27).

Casol.- x?2+x+1=0

_—b 1
*TTTR
B=-a’+c= r1=2
= a C —4
>0 x,€C
1 3
Xp=ati/f=—c+i—
' 27 4
Caso2.- x2—x—6=0
_—b 1
=373
o ace 1 ‘= 25
B a c= 7 =—2

X1,2 = {—2,3}

Caso3.- x2—2x+1=0
=—=1
*=7
f=—-a’+c=-1+1=0
<0 ~x,€R

x1'2=ai\/—ﬁ=1i\/6

X12 = {1,1}

V. OTROS METODOS

Se presentan diagramas de flujo de algunos de los
métodos mas conocidos para resolver ecuaciones cuadraticas.

Forma de la ecuacion
ax’ +bx+c=0;az0

'

Identificar
a,b,c

)

Férmula
b\* dac-b?
(I+E) * 4q? =0
v
Discriminante A
A=4ac - b?

—b +vb% - dac -b  vdac - b*
Hn=——— ¥ =—+i
2a 2a 2a
_—b—\sz—4ac _-b Vdac - b?
%= 2a nE R T .
M |
v
Fin

Fig. 2.- Diagrama de flujo de la resolucién de ecuaciones por medio de la

férmula general.

Forma de la ecuacidn
ax® +bx+c=0;0,b%0

No Forma
(x+d)(x+e)

Verificar

Probar factorizacion

§ } d;:: por TCP
Trinomio Cuadrado Perfecto
{x +4c ! =0
(x+d)(x+e)=0
Sibz0 ttd=0
n=— r+e=0
X = -\/E
X = \f‘i_
X = ‘JE
X =—d
X =—e
Fn e

Fig. 3.- Diagrama de flujo de la resolucion de ecuaciones por medio de
factorizacion.
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Forma de la ecuacién
2 +bx+c=0

¥

x% + bx

Reescribir

¥

G

Resolver

v

b2
x% +bx +

5)2752
(x+2 =7 c

Realizar el procedimiento

27

bZ
-C

Seguir con el procedimiento Seguir con el procedimiento
+ b 4 b2 + b + b2
x =% % c x 2—7{ 3 c
_ b? b + 2 b
x=%|p-c-3 x=% -5
+VbZ—4c b +VbZ—4c b
X2 = 2 -2 X2 =1 2 -2

Fig. 4.- Diagrama de flujo de la resolucién de ecuaciones por medio

factorizar un TCP.

Forma de la ecuacién

x2+bx+c=0

v
Identificar
b,c
v

Resolver

me_b
2

¥

Resolver para u
m?—u?=c

Fig. 5.- Diagrama de flujo de la resolucion de ecuaciones por medio de

Verificar
u? <0

Po-Shen Loh.

VI.COMPARACION

El método que se utilizara para comparar los algoritmos
es el método de conteo de pasos para analisis de la complejidad
de tiempo el cual cuenta el nimero de veces que se ejecuta cada
instruccion, en base a eso se calculard la complejidad del
tiempo y podremos clasificar los algoritmos en diferentes
dificultades [15].Para poder comparar un algoritmo con otro
debemos buscar que tan eficientes son. Existen diferentes
métodos para analizar los algoritmos, es decir, compararlos
entre si en un mismo campo de andlisis.

A un conjunto de funciones que comparten un mismo
comportamiento asintdtico le denominaremos un orden de
complejidad, estos conjuntos se les denomina 0 [15]. En la Fig.
6 se observa el comportamiento que tienen las funciones
dependiendo de la complejidad de la entrada del algoritmo.

(Forriote) o] () o) R
om2)

P(n!){ O(2*n)

Operations

Elements

Fig. 6.- Gréficas polinomiales de complejidad.

Para analizar la complejidad de los algoritmos se

considera un orden de complejidad Fig. 7.
Orden de complejidad

0(1) Orden constante
0(logn) Orden logaritmico

0(n) Orden lineal

0(nlog n)
0(n?) Orden cuadratico
0(n%) Orden polinomial a>2
0(a™) Orden exponencial a>1
o(n!) Orden factorial

Fig. 7.- Tabla de orden de complejidad

La figura 8 muestra los algoritmos con su respectivo
conteo de pasos basado en el orden de complejidad.
Férmula 2(a™) +1(n?) + 1(n)
General +6(1)

Factorizacion 4(a™) + 2(n?) + 3(n)
+6(1)

Completar el 2(a™) + 2(n?) + 6(n)
TCP +4(1)

Po-Shen Loh 1(@™) + 1(n?) + 4(n)
+4(1)

Teorema J1 2(a™) +1(n?) + 1(n)
+4(1)

Fig.8.- Tabla de conteo de pasos.

La figura 9 muestra el ndmero de pasos y el nivel de
complejidad de cada algoritmo.
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Algoritmo NUmero de Complejidad
pasos ‘
Férmula General 10 0(a™)
Factorizacion 15 0(a™)
Completar el TCP 14 0(a™)
Po-Shen Loh 10 0(a™)
Teorema J1 8 0(a™)

Fig.9.- Tabla de conteo de pasos.

VII.  CONCLUSION

El Algoritmo J1 (27) es una alternativa que se puede
utilizar en la resolucion de ecuaciones cuadraticas con la
ventaja que sus raices estan definidas tanto en los nimeros
reales x; , € R (21) como en los nimeros complejos x; , € C
(24); ademas, otra primacia de (27) es la menor cantidad de
pasos al momento de resolver ecuaciones de la forma (5) que
se puede notar a simple vista en el apartado 1V y que se
confirma en el apartado VI donde, por medio del método de
conteo de pasos para analisis de la complejidad de tiempo, el
algoritmo J1 (27) tiene una ligera ventaja en la cantidad de
pasos respecto a los demas algoritmos, ya que en el peor caso,
la ecuacion cuadratica se resolveria con 8 pasos, superando al
algoritmo més cercano Po-Shen Loh en dos pasos.

Se observa que £ (16) juega un rol muy importante, ya
que dependiendo de su valor es como se va a definir el
comportamiento de sus raices (27).

También, aunque es facil notarlo, el Algoritmo J1 (27)
posee una descripcion con un enfoque mas geométrico, pero en
este articulo no se aborda ya que se le da prioridad al enfoque
algebraico; en [6] se puede encontrar una descripcion
geomeétrica de (27).
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Resumen- El presente articulo propone el disefio de un modelo
general de para lograr la estabilidad de sistemas discretos
controlados con retardo infinito mediante el uso de una fase
admisible para sistemas discretos utilizando la dindmica
topoldgica de los sistemas controlados; asi como las propiedades
de invariancia respecto a un conjunto definido con limite positivo
para obtener un modelo de soluciones de estabilidad asintética de
funciones Lyapunov-Razumikhin.
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Razumikhin, sistemas discretos no autbnomos, retardo infinito.

Abstract- This article proposes the design of a general model to
achieve the stability of controlled discrete systems with infinite
delay by using an admissible phase for discrete systems using the
topological dynamics of controlled systems; as well as the
invariance properties with respect to a defined set with a positive
limit to obtain a solution model of asymptotic stability of
Lyapunov-Razumikhin functions.
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I. INTRODUCCION

En el modelado de sistemas es importante considerar que
la realidad es cadtica y siempre existe al menos un retardo
entre el tiempo en el que una sefial proveniente de un sensor,
proceso, actividad o cambio en variables como la temperatura
y otros factores es procesado por el sistema de control sea
orgénico o artificial; un modelo que no considere esos factores
sera incompleto, pese a que se considere descartable el tiempo
de reaccion para propoésitos practicos.

Las sefiales de éste tipo se grafican como asintéticas y se
han explicado en trabajos de control PID (Proporcional
Integral Derivativo) que buscan predecir el comportamiento
para tender a formar una sefial digital como [1]; sin embargo
siempre tendran un tiempo de pérdida por el ajuste al cambio
denominado retardo y jaméas podran ser exactas por lo que las
técnicas de aproximacion deben considerar los tiempos de
llegada de la sefial a la medicion para un éptimo control, sobre
todo en donde es oscilatorio o no se puede predecir un retardos
como sucede en la naturaleza y sistemas biol6gicos como
ecosistemas, poblaciones o , teleoperacién, mecatrénica y
navegacion en ambientes no predecibles.

El modelado de control en sistemas dinamicos requiere
conocer el histérico del comportamiento de éste donde los
retardos pueden ser constantes, variables o distribuidos.

Los sistemas no autdnomos [2][3] son aquellos en donde
el tiempo es modelado como variable independiente y definido
con una estructura de comportamiento como pueden ser los
retardos; ya que los estados previos son importantes para la
prediccion y control afectando siempre al sistema [4].

En el modelado de retardos para sistemas de tiempo
discreto [5] es necesario conocer la dependencia del estado
actual con respecto a los n posibles estados anteriores del
sistema; independientemente que no cuenten con un periodo
que los haga predecibles o con sincronizacion entre todos o
parte de ellos; es decir sistemas discretos con un retardo
infinito [6].

Trabajos que buscan la estabilidad respecto a restricciones
entre distintos elementos de un sistema como el modelo Lotka-
Volterra [7][8][9] inspirado en modelos de Malthus [10]
permiten describir la interaccion entre especies, su estabilidad
[11] con sus recursos y otras especies del ecosistema; siendo
utilizados para modelar procesos industriales y de control de
maquinas.

La diferencia entre una ecuacién discreta con retardo
infinito y una con retardo finito es que la finita es fija y
siempre puede reducirse a un sistema discreto con un solo paso
y dimension delimitada que evita su movimiento; permitiendo
limitar su rango de movimiento para construir modelos
generales descritos como funciones de Lyapunov [12][13] que
permiten obtener condiciones Optimas de estabilidad con la
técnica presentada en los trabajos de Razumikhin [14].

Al no poder reducir de la forma anterior ecuaciones en el
modelo Volterra [9], el modelo debe formular una
generalizacion de estabilidad similar de sistemas continuos
con retardo infinito[15] respecto funciones definidas sobre
soluciones de ecuaciones que sean dependientes de sus
antecesoras, ya que el historico del sistema contribuye a la
prediccion de la estabilidad sistémica o mediante funciones
gue utilizan otras funciones de tipo auxiliar [14] de sistemas
discretos no auténomos con retardo infinito que requieren
implementar una sintesis de sus elementos que lo componen
utilizando limitantes en sus ecuaciones [16].
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Il. PROBLEMA Y DEFINICIONES.

Sea E™ un punto definido en un espacio euclidiano m-
dimensional real [13] |-|; con un espacio vectorial B de
funciones discretas ¢ {¢}, dado por:

Z~ ={-,..,0}B E™ (1)
Escolio
Un punto en el espacio euclidiano E tridimensional puede
ser ubicado mediante el simbolo || - ||; el término es utilizado

para diferenciarlo de espacios "curvos" en geometrias no
euclidianas y del espacio respecto a la teoria de la relatividad
de Einstein.

En el caso del presente articulo al poseer m dimensiones se
denomina al espacio euclideo E de tipo m-dimensional: E™; al
ser el espacio en R también puede ser indicado como R™.

Asi mismo el par formado por un espacio B y otro valor B
definidos en el espacio || - ||B , siendo ésto un espacio lineal
que queda definido por el conjunto:

B 1 1s) )

Completado por la funcion discreta [13]:
x:Z — E™ dado por la funcién x,,: Z~ — E™ para un valor
donde n € Z mediante x,(k)=x(n + k)|k < 0.

Definicion 1

Sea B un espacio admisible con K >0, j > 0y una funcién
M:Z* - R* que cumple las condiciones x: Z~ — E™ limitado
al conjunto [n, +0) y x,,, € B[13].

Para vn € [n,, +) sea:

1) x,, €B

2) llxnllB < K maxp crenl (k)| + M (0 — 1) ||xn, ||3

3) o) <JllolB; Ve € B

4HYM(n) » 0R*n - +o

6) Si ¢ se Limita a Z= ; con @ € B y todas las
caracteristicas ¢_,,n = 0 de acuerdo con las clausulas del
espacio B, ||¢_,||B < Z~ . Para algunos otros Limite > Om.

Sean los espacios admisibles de acuerdo con [13][14]:

B, ={¢ € B:|lolla<a}. (3)

Considérese un sistema de ecuaciones no lineales para
sistemas no-auténomos con retardo infinito [16] basado en (2)

y )
x(n+1)=f(n,x,), fn,0)=0 4)

Para algunos intervalos H con el espacio admisible B
anteriormente definido; dénde f(n, ¢): Z* X By —» E™.
0 < H < +oo; 3¢ por cadan € Z*que describe el limite para
cada conjunto Z X D; donde D = By, |f(n, ¢)| < m(h);
donde el orden en tamafio: V(n,¢) € Z* X B),0 <h < H

para cada punto inicial queda indicado por (ng, ) €
Z* X By existira una solucion (4) x(n; ng, @), x,, = @
[14][16].

Proposicion 1

La funcién f(n, ) es uniformemente continua en el
conjunto esperado Z* X D |D C By; es decir: Ve > 0; 36§ =
5(¢,D)|Vpy, @2 €D CON [ — @2llB <8
Seré:

If(n, @) — f(n, ;)| <evn €Z* (5)

Sea F={f:Z"*X By —>E™} un espacio vectorial
continuo de funciones [16]; para f € F define un conjunto de
turnos T(f) = {f(n, @) = f(n + k, @), k € Z*} susceptibles
a retardos [16]; denotando que H(f) de un espacio compacto
[15], denotado por la definicion de la funcion Q:

Q) ={f" €F:amy = +oo, f, = f'Br} (6)

Sin embargo H(f) = T(f)UQ(f). Comparando con el
limite de la ecuacion (4) se obtiene una nueva ecuacién de
trabajo:

x(n+1) = fr(n,x,) (7

Donde f*(n, @) € Q(f) es el limite determinado por la
funcion f(n,@) la cudl es no secuencial donde n;, — o;
f (@) = kot f(n+ ny, @) para (n, @) € Z* X By.

Lo anterior permite obtener una convergencia uniforme en
cada conjunto [0, N], donde N > 0, D c B, [16] m.

Lemal
Sean las secuencias:

n = +0,{¢} €D C By, — By
enk - 4oy x(n, ni + ng, ©x) (8)

Resolviendo (8) en (4) se obtiene:

x®n) = x(n+ ny ny + ng, @i} )

Contenida como D, € By — f*(n,x,) y siendo el limite
de f(n,x,).

Relativamente n, — +oy D,, x*(n; ng, @) es la solucion
a la ecuacion (7), determinada en Z; por lo que {xU(n)}
converge con x*(n; ng, @), con x,* — x* uniformemente
enn € [ng, ng+ N]paracada N € N.

Para resolver x(n) = x(n;ny, @) en (4) con limite
positivo; el nuevo conjunto es: 2% (x;, ( ny, @)) definida como:
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27 (xie (1o, 9)) = Nz ol Xi: k = 1} (10)

La ecuacion (10) contiene los limites de las sucesiones
{xn,} €n n, — +oo; siendo no vacio y en el limite positivo del
conjunto  2*(x,(ng, @)); de la misma forma para las
soluciones de x(n; ng, ©)[15] m.

Lema 2.

Utilizando la solucion del sistema (4) x(n; ng, @) limitado
porn € Z*, |x(n; ng, @) < r < H el conjunto 27 ( x,,( ng, ®))
es cuasinvariante [16] con respecto al conjunto de limites del
sistema (7); es decir para cada punto ¥ € 2% (x,(ng, @)) 3
una ecuacion limite x(n+1) = f*(n,x,) cuya solucion
x*(n;0,9) satisface a {x;(0,9) € 2% (x,(ng, @)); Vn €
Z*t}m.

Demostracion 1.
Sea nk — +oo una secuencia por la cual:

x*n = 2, (120, @) > P en k - +o0 (11)

Utilizando(4) se obtiene x,, — +o|f;(n,¢) = f(n +
ny, @) converge con f*(n, @) € F en j — 4o0; . acorde
al lema 1.

La sucesion de funciones basada en (11) viene dada por:

x/(n) =x (nkj +n,ny, xnkj) =

x(nkj +n+ny+ @) (12)

Convergiendo [14] la ecuacidn (12) con las ecuaciones
xn(m;0,)y x(n+1) = f*(n, x,) de (5).

Igualmente para todos los elementos del conjunto
{0,1,..,N}.

Debiendo ser x;,(n;0,9)|n € Z* con cada punto
x,(0,9) que serda el limite para la sucesién valida

(ng 4 (o, @), > O} en j — +eo.
Por lo que si x;(0,9) € QT (x,(ny, @))|Vn = Om.

I1l. FUNCIONES DE LYAPUNOV-RAZUMIKHIN.
Sea la funcion de Lyapunov [12][13][14]:

Gy ={x € E™:|x| < H}. (13)

La ecuacion (13) es diferente a (4) por la existencia de
una funcién racional V:Z* x By - R; V(n, x,) =
V(n+1,f(n x,)) — V(nx(n)) para el conjunto Z* x
By define una funcién continua W € R* dada por:

V=V(nx) € C(Z" X Gy, RY) (14)

Definicion 2.

Al par (V,W) se denomina Lyapunov—Razumikhin
[14], siparacadak > 0,n = k tiene las caracteristicas ¢ €
Byl@ —k € By; @ € [—k,0] ; asi mismo: max =
{max V(n+m,@m)),W(n -k, ¢_)} [15].

Desarrollando el par (V, W) se obtiene:

V(n,(p(O)) <Whn, @) <max < 0 < H(n, (p(O))
=W, ¢)->Vne) <0m. (15)

Proposicién 2.

Si la funcion (14) es similarmente continua e
ilimitada[15]; es decir para Vr,0<r <H; Im =
m(r)|(n,x) € Z* X G,.

Donde: G, ={x e E™: |x| <r < H}

Con la condicion [V(n,x)| <m(r); VE>0; 36 =
8(€) = x, %, € Gy. lxy — x| <& - [V(n,x) —
V(inx)| <E|Vn€Zm.

Proposicion 3.

Si las funciones W(n, @) y U(n,x) =V(n, @) son
aproximadamente continuas y limitadas [14] por el
intervalo: Z* x D|D < By y bajo los supuestos [14][15];
entonces las familias de turnos {V,(n,x) =V(n+
k,x),k € Z*}{Ur(n, @) = U+ k, @),k € Z*} ;
W, @) =W(n+k ¢),keZ}.

Entonces serian compactos[16] en los espacios: C(Z* x
Wy, RY), C(Z* xD,R) y C(Z* x D,R*)|D < B, como
conjunto abierto [17] m.

Definicion 3.
Sea la funcién:

V*ZXGy - R (16)

El limite de la funcion V* tiene una estructura similar a
(14) y queda definido como el producto cartesiano de
ambos conjuntos; si existe la secuencia n,_, . cuya
subsecuencia seré: {Vi(n,x) =V(n+ny),x)}
convergiendo [16] uniformemente sobre mudltiples
propiedades [Z~,Z] x G, en (16) y sus funciones limite
W(n, p)y U(n, ¢); determinadas por f*(n, p)m.

Definicion 4.

Dadas las funciones f*,v'w*u* que limitan al
conjunto: (f*, v*w*u*)p, que es limite para la misma
secuencia ny_, Y D © By como conjunto abierto [17];
éstas satisfacen las funciones V(n,x) y W(n, ¢)m.

Proposicion 4.

Si:
Ve>0; 3¢ =¢&(c); YpeED,neL supV*(n+
k<0
k,(p(k)) <W*(n,¢@) = sup V*(n +
k<0
ko(k) <W(nep) = c| W*€ZxD. (17)
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Desarrollando (17) se obtiene:

W*(n, @) = _max V*(n +k, (p(k)). (18)

Co € Ry la secuencia [16] n;, — +oo la definiran los
conjuntos dados por:

N(n, cy, &, V") ={p € By: _rfrlz;\éo V*(n + k,(p(k)) =co};

M(Tl, CO' f,V*) = {‘P € N(TL, COi f,V*)! V*(Tl, QD(O)) = CO};
L(n,D,U*) ={p € D:U*(n,¢p) = 0} 19)

Si el espacio admisible B es separable; las familias de
turnos para f,W,U son precompactas [16] en C(Z x
By, E™(R)), donde el mapeo limite correspondiente esta
definido en todos los espacios Z x By dependiente de la
secuencia n; — +oo del sistema (4).

En el caso de un espacio separable;
L(n,D,U*) = L(n,U").

Debido a que la 6rbita positiva de la solucién del sistema
(4) es precompacta [16] en By; los resultados se establecen
para By como un espacio separable[16] y por lo tanto se
trasladan a un espacio inseparable de acuerdo con [16]
realizando cambios en estructuras que incluyen la dependencia
del conjunto compacto D, c By [16].

En el sistema (4) existe un par Lyapunov—Razumikhin
(V, W) definido en la proposicion siguientem.

el conjunto

Proposicion 4

Sea:

1) Lasolucién del sistema (4) esta definida y acotada para
V(n) = ny x(n;ny, @) <r < H.

2) Si se cumplen los supuestos 1.1 y 2.1-2.3; 3¢y =
const|VW¥ € Q* (x, (no, ®)) teniendo como limite el
conjunto  (f*,v'w*u*)p, 'y como soluciones
(x*(n; 0,¥) limitado por el sistema x(n+1) =

£ xtn €0 (o, 0)); x°n €
N(n,cq,¢,V") siendo x*, € L(n,D,U*)m.

Demostracion 2.

Dada la solucidon x(n;ng, @), x,(ng, @), p € Bs ;
limitando a algunos & = 6(ny) > 0 dentro del espacio
compacto D, c By se obtiene:

3¢y = 0|VY € Q¥ (xo(ng, ¢)), @ € By ; donde su limite es
(f*,v*'w*u")p, . Porlo que la solucion al limite sera:

x*(n; 0,¥) (20)

Que satisface a x*,, € M(ny, ¢y, &, V) N L(ny, Dy, UY)
para algun n, de cualquier intervalo de longitud N.

Bajo las condiciones de la proposicion 4, la Gltima relacion
indica que V*(n,x*(n)) = 0; Vn|Lyapunov;;, = n, = +oo
bajo la condicion de la proposicion.

Por lo tanto limn_,+wV(n,x(n)) = 0| x(n;ng, @)
permitiendo solucionar el sistema (4) mediante el uso de B;s.

Lo anterior permite obtener:

x(n;ng, @) - 0|n - +oom. (21)

IV. CONCLUSIONES Y DISCUSION

Al estudiar problemas de estabilidad asintotica e
inestabilidad para ecuaciones discretas con retardo [2], se
observa que es un método que ha sido ampliamente utilizado
para modelar sistemas de control natural [9][11] vy artificial
[3].

El método directo para solucion de funciones también es
ampliamente usado cuando se construye la funcién V(n, ¢) y
su comportamiento como se utiliz6 para (5).

El uso de funciones de Lyapunov[12] para ecuaciones con
retardo para sistemas de tiempo continuo permite obtener
soluciones a problemas de estabilidad al utilizar los principios
descritos por Razumikhi [13[14][15[16].

El resultado en sistemas descrito sirve como modelo
general y puede ser aplicado como solucion; asi como
sustentar a modo de objeto matematico distintos corolarios y
aplicaciones especificas para un W especifico que dependa de
una funcién de Lyapunov V como el caso de la funcién:

W = _r’g:&oV(n + k,(k)) similar a (18) puede ser

utilizada para modelar sistemas con retardo o > 0 0 con una
W determinada .

Considerando un par formado por funciones de Lyapunov
[12] y una funcién dada; es posible calcular una primera
diferencia respecto a la ecuacion y construirse una nueva W
debiendo considerar las caracteristicas del espacio de la
ecuacion considerada.

Para el caso de un retardo limitado donde h € N es posible
reescribir a Wpor:

W(n,p) = _max V(n+ k,p(k)) ;siendo similar a (18).

La proposicién 3 se cumple automaticamente con [16] en
donde el uso de un par (V, W) permitié construir un modelo
general para la metodologia de funciones de Lyapunov [16]
con retardo infinito [6] con su demostracién.
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Resumen- el objetivo principal de la investigacion es
proporcionar medios empiricos en inteligencia artificial y un
nuevo modelo de algoritmo evolutivo deducido del error relativo,
y también desde las probabilidades una nueva forma de ver desde
centros de gravedad en dos dimensiones y centros de gravedad
en tres dimensiones, todo ello con el anélisis de la funcién seno.
Las matematicas siguen un riguroso control de veracidad para
demostrar que son validas para muchos problemas entre ellos: la
educacion donde analizo la evolucién de los métodos pedagégicos
y planes de estudio, en la economia para ver la interaccion entre
la recesion y la evolucion de la economia en el sistema crediticio,
seguridad ciudadanay la prediccion de lugares donde acontecera
con mayor probabilidad el delito desde la vision de seguridad
fisica y lugares de delito. Ademas, de una aplicacion en cantidad
de vehiculos y transito para maximizar la utilidad y un nuevo
teorema en primos y desarrollo y analisis de sismos.

Palabras Clave- cancer, economia, inteligencia artificial,
probabilidades, sismos, transito.

Abstract- The main objective of the research is to provide
empirical means in artificial intelligence and a new model of
evolutionary algorithm deduced from the relative error, and also
from the probabilities a new way of seeing the models from
centers of gravity in two dimensions and centers of gravity in
three dimensions, all with the analysis of the sine function.
Mathematics follow a rigorous veracity control to demonstrate
that they are valid for many problems, including: education
where | analyze the evolution of pedagogical methods and study
plans, in the economy to see the interaction between the recession
and the evolution of the economy in the credit system, citizen
security and the prediction of places where the crime will most
likely occur from the perspective of physical security and places
of crime. In addition, an application in number of vehicles and
traffic to maximize utility and a new theorem in primes and
development and analysis of earthquakes.

Keywords- cancer, economy, Artificial
probabilities, earthquakes, traffic.
Mathematical Subject Classification: 62M20

intelligence,

I. INTRODUCCION

La realizacion de textos cientificos en forma de articulos a
revistas como JOOM, tiene un alto desafio, como hacer la
investigacion basica en modelos matematicos originales. Para
el presente nimero, se presentan cuatro modelos: uno de
inteligencia artificial que se llamo algoritmo evolutivo, dos de
centros de gravedad y su probabilidad el primero en 2

dimensiones y el segundo en tres dimensiones y finalmente un
teorema sobre nimeros primos. Las aplicaciones son variadas,
y se eligi6 algunas de las méas importantes como son:
educacién, economia, seguridad ciudadana, cancer, sismos y
transito. La idea es hacer un marco referencial para futuras
investigaciones en este y otros conceptos de interés social y
cientifico. Se convierte en un factor de analisis de ciencias
sociales, médicas y ambientales; debido a la versatilidad de las
matematicas y oportunidad de usar en soluciones a problemas
puntuales de compleja solucién. Se agrega un analisis sobre el
teorema de nlmeros primos, analisis sobre sismos y andlisis
sobre marketing estratégico..

Il. TEOREMAS
Teorema 1: algoritmo evolutivo

Si se tiene una funcion de calculo de error relativo de [8]

(valor actiual —valor anterior)

, entonces con conceptos

valor actual

algebraicos podemos llegar a la ecuacion de algoritmo

valor anterior )1/t

evolutivo Aevol = (1 — , siendo t el tiempo de

valor actual

evaluacion del experimento.

Demostracion

Error relativo = (valor actiual —valor anterior)

valor actual

Paso algebraico

(valor actual valor anterior)

valor actual valor actual

_ (1 valor anterior)
valor actual

Repito 1/t veces

Evolutivo = (1 — Zeranteriony/e qy
valor actual

Extremos relativos
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Se sabe qué valor actual > valor anterior de [3]

Si valor anterior = 0=(1 — 0)% =1, es una consecuencia
del modelo.

Para cuando la evolucion empieza con una gran diferencia
entre valor anterior = 0 y valor actual = 1, entonces la evolucién
es alta tendiendo a probabilidad. Entonces la probabilidad se
acerca a 1 cuando las variables del modelo tienen diferencias

altas entre sus extremos relativos. Si valor anterior = valor

actual = (1 — 1)% =0.

Si no se produjo una evolucion al ser valor anterior
parecido a valor actual, entonces la probabilidad de evolucion
tiende a 0

Sit=0, el argumento 1/t se define desde la perspectiva de
que el error se repite 1/t veces en productos sucesivos, debido
a que solo de esta manera 1/t el modelo podré ser evaluado de

la forma correcta.

valor anterior)l/o _ valor anterior

=(1- (1- )* =0

valor actual valor actual

Al hacer potencia de una probabilidad elevada a un nimero
significativamente grande la probabilidad tiende a 0. No se
produjo evolucion al tratarse al comienzo de los tiempos
cuando todo era caos y no se tenian altos grados de evolucion.

T— o

:(1—

1/oo es una abstraccién axiomatica de que la division en

valor anterior

/e = (1 -

valor anterior)o =1

valor actual valor actual

infinito tiende a 0.

El andlisis que corresponde es que siendo el tiempo
tendiendo a valores grandes o infinito es probable que la
evolucién sea grande o tendiendo a probabilidad de certeza
igual a 1.Este concepto se prueba en la practica como todos los

demés.

Fig. 1 Algoritmo evolutivo

Corolario 1

La variable valor actual > 0, el modelo puede pasar del caos
a la prediccion algo que solo se puede hacer al convertirlo en
un modelo de probabilidad. Este paso, genera una conversion
del caos que es el error relativo en un modelo de probabilidad

que tiene un caracter predictivo.

Corolario 2

La variable valor actual > valor anterior.

Corolario 3
Como es derivada del error relativo, podemos concluir que
algoritmo evolutivo sale del caos al modelo predictivo.

Corolario 4
Si el tiempo t = 0 o inicio de los tiempo la evolucion es 0,

si el tiempo t — oo, entonces se evoluciono en el tiempo.

Corolario 5

Si valor anterior = 0, entonces la evolucidn es alta o tiende
a probabilidad 1 porque hay distancias entre valor anterior y
valora actual. Ahora si valor actual es un nimero mucho mas
grande que valor anterior, entonces la probabilidad tiende a la
certeza de evolucion o 1.
0 < Aevol < 1
0 < Valor actual < o
0 < Valor anterior < o

0<t<ow

Teorema 2. Centros de gravedad en 2 dimensiones
Si el plano cartesiano consta de centros de gravedad o un

punto unidos a una serie de puntos y calculados sus senos,

entonces su funcion de probabilidad es: de [5]

Pg=1-
1
1 1
e(((sinx1+sinx2+--+sinxn1)/n1)t1+--+ ((sinx1+sin x2++sinxn4)/na)t4) )
)

Que es el centro de gravedad sistémico. Ahora para todos los

centros de gravedad
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Pr=

(Pgl+ Pg2 + ...+ PgK) (
k

3)
Demostracion

Dada la probabilidad sistémica derivada de la ecuacién
madre de sistemas de [5]

Causas y consecuencias. Ecuacién madre de teoria de
sistemas:
Partimos de la hipétesis de que las partes y relaciones de la

teoria de sistemas son las causas y el objetivo las
consecuencias. Entonces en un primer planteo de la ecuacion

madre de sistemas empiezo con una deduccion de la serie de
Maclaurin de [4] un caso especial de la serie de Taylor.

Sabemos las relaciones son de vital importancia en los sistemas

en general.

Demostracion:

Tomamos a Cicomo pardmetro para nuestro estudio. Como
las relaciones entre seres humanos y entre partes en general de
todo sistema son una derivacion de otras relaciones o
consecuencia de estas, podemos obtener una funcion primitiva

de la antiderivadas de cada relacion.
de [7]
[Ci dx= Ci . X + K; donde K es constante que la

consideramos igual a0.

fCiXdx=Ci.— enla mtegral mdefmlda la integral de

una potencia se puede definir como 7 " donde el exponente se
suma en 1y el denominador es el mismo del exponente.

fCi X—ZdX=Ci.X—

4-
[ Ci —dx =GCi. , en este caso el denominador es

constante y no forma parte de la integracion pero lo mismo, y
siguiendo el proceso iterativo, la integral es sumar en 1 el
exponente y colocar ese mismo valor como producto de las
constantes.

fCi LdX:Ci. X"

23..(n-1) 2.3.4.n

Sumamos los resultados.

Xn
"2.3.4.n

:Ci+C| X+C|._+C|._+C|.
Ci+Ci. X +Ci .2 +c.—2+ +Ci'F+--'

Esto es una aproximacidn a serie de Maclaurin con

f(x)= e De [4]
fj(O):Ci el = Ci

O (x) =Cie®* | para toda derivada con j=1

Por lo tanto f(x)= e“* ; es la ecuacién madre de la teoria de

sistemas. Con Cicomo relacion o causa y X como parte 0 causa.

Veamos otras demostraciones

d

Sea = =lk.y

Una ecuacion de crecimiento exponencial eny, entonces su
integral en ambos miembros es

Y =Cet*

Consideramos: C =1

Donde t=c:

k=x, entonces queda: y=e€" * que es la ecuacion de

sistemas

Otra demostracién

P(X)= k; . x1 +k, . x2 + ...+ k,.x" un polinomio de
grado n

Su n derivada es

0

~ =k.x, Donde x,=y, entonces

dy _
dx

Al tener P(x) vy % igual derivada, concluimos que

corresponden a la misma ecuacién con lo que queda
demostrado que todo polinomio de grado n se convierte en una
exponencial. Una forma menos sutil, pero Gtil de demostracion
es hacer una escala de menor a mayor de los valores gque arroja
para termino dependiente el polinomio. Luego esos valores de
menor a mayor se convierten en una exponencial.

Consideramos a las partes como igual a 1 y quedan las
relaciones.
Calculamos la inversa del complemento

_ 1
Pg =1- e—x
X que son las relaciones se reduce al calculo propuesto

Extremos relativos

Xi— 90°
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1
Pg=1- T T

e(((+14--41)/)EL 4t (141 +1)/)TH)

Pg=1-=—1
Se toman 4 de a cuatro puntos como minimo para los

centros de gravedad. La probabilidad en estos casos es alta para

valores altos del angulo.

Xi—0°
1
Pg=1- T T

£ (((040++++0)/n)EL 4+ +( (0+0 ++-0)/n))E4) )

1
Pg=1-5=1-1=0

Para valores pequefios del angulo el centro de gravedad

tiende a 0.

T=0
Pg=1- —

e(((sinx1+ . 45inxn1)/n1)0+-+ ((sinx1+

1
..+sinxn4a)/n4)0) )

Al ser cociente 1/0 se tiende a un valor infinito por lo tanto
una probabilidad de sin elevada a infinito veces su producto me

genera 0 como valor final.
1
Pg:1-6—0:1—1:0

Al comienzo del andlisis se pueden esperar probabilidades
bajas. Esto es debido a que ain no hubo movimientos de

puntos.

T— o
Pg=1-
1

1 1
e(((sinx1+ ..+sinxn1)/n1)e+-.+ ((sin x1+ ...+sinxn4)/n4)5))
_ 1

Pg=1- i 1

Para un transcurso del tiempo y por la variable t la

probabilidad es alta.

0<Pg<l

0<t— o
0°< X <90°
Y a
o\Zk
G2y 0
0
o _gel
0
o >

Fig. 2 Centros de gravedad en dos dimensiones

Teorema 3. Centros de gravedad en 3 dimensiones

Si obtenemos centros de gravedad en plano X,y entonces la
funcién que corresponde al centro de gravedad en z es
Pgz = ((sinX1.Pgl + sinX2.Pg2 + .. + sinXk.PgK)/

Y (4)

Demostracion

De teorema 2 deducimos que se demuestra para Pg, Xi y t
0<Pgz<1

El producto de una probabilidad por otra probabilidad nos

resulta una probabilidad entre O y 1.

Gz ™

Y

—»
»

G e

| Ne e

Fig. 3 Gravedad en tres dimensiones

Teorema 4. teoria de nimeros primos
Si dos nimeros primos excepto el dos se multiplican;

entonces obtengo siempre un nimero no primo e impar.

Demostracion
Lo primero se demuestra al ser este nimero el resultado del

producto de dos nimeros, ya deja de ser primo porque es
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divisible en los dos ndmeros. Un ndmero primo es impar al

evitar ser divisible en 2 que son los nimeros pares.

Por Gltimo veamos las tablas de producto de impares

2955

Acvol = (1 ~ 2085

)1/14= 0,93784

También en este caso de nivel secundaria podemos inferir

una alta evolucion del sistema educativo

Créditos: Evolucién cartera crediticia Argentina. De [2]

Tabla |
Producto de nimeros impares
1.1=1 3.1=3 5.1=5 7.1=7 9.1=9
1.3=3 3.3=9 | 5.3=15|7.3=21|9.3=27
1.5=5 [3.5=15|5.5=25]7.5=35|9.5=45
1.7=7 |3.7=21|5.7=35|7.7=49|9.7=63
1.9=9 [3.9=27(5.9=45]7.9=63|9.9=81

Por lo tanto podemaos ver que el producto de dos impares es

un impar y al ser todos los primos impares se demuestra.

I1l. APLICACIONES Y RESULTADOS.
Algoritmo evolutivo

Educaciéon: De [1] podemos inferir la evolucién del

sistema educativo en México a partir del aumento de la

escolaridad
Tabla 1
AUMENTO DE LA ESCOLARIDAD POR PERIODO
Periodo | Basica | Secundaria | Superior | Capacitacion
para trabajo
2000- 23565 2955 2047 1051
2001
2015- 25897 4985 3648 1861
2016

Para estos valores calculamos algoritmo evolutivo de

escolaridad en nivel basica. De Ec. 1 vemos

Evolutivo = (1 __ valor anterior)l/t
valor actual

23565
Acvol = (1 — @)1/14 =0,84201

Esta probabilidad alta sugiere evolucion en el sistema
educativo al crecer la escolaridad. El valor t es la cantidad de

afios que pasaron entre cada periodo que es 14 afios

Tabla Il
CREDITOS EN DOS PERIODOS
Periodo Adelantos | Hipotecarios Tarjetas
2000 8,5% 25,5% 6,1%
2022 7,5% 6,6% 26,5%

Se puede deducir que los valores cambian la escala
temporal ya que en el periodo 2000 son mayores al periodo
2022. Esto se traduce en una involucion del crédito en

Argentina.

Acar = (1- ;—2)21_2: 0,90730

Esta probabilidad de involucion en adelantos en cuenta
corriente genera un retroceso en el crecimiento
Otro ejemplo

En [1] vemos que el tumor no microcitico pasa de 0,5 cm

de ancho a 1 cm. De Ec. 1, con una probabilidad alta de 0,90

0,90 = (1 - )1t

In0,9 :%. In0,5

_ —0,69314
-0,10536

T=7

Entonces en 7 unidades de tiempo y con una probabilidad

alta de 0,90 el tumor crece de 0,5 cm a 1 cm de ancho

Centros de gravedad en dos dimensiones

Empezamos con una simulacién en Excel para los puntos,
centro de gravedad y los angulos entre ambos.
Primer centro de gravedad
Media = 60° Desvio = 10°
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X1=56,4299946°

X2=54,7515107°
X3=64,5862407°

Calculemos los senos y su potencia
((sin 562 + sin 542 + sin 642)/3)'/3=0,94563

Segundo centro de gravedad
Media = 45° Desvio = 15°

X1=52,1443139°

X2=46,5778141°

X3=48,7715495°

Calculemos los senos y su potencia

((sin 522 + sin 46° + sin 482)/3)%/2 = 0,86612

De Ec. 2
Consideramos a t como el tiempo de analisis.

=1 1

"~ 2(0,94563+0,86612)

=0,83663

La probabilidad es alta, por lo tanto podemos asegurar que
bajo desvio de la simulacién de la normal nos da altos niveles
de probabilidad. Este ejemplo con sus medias y desvios es
para desarrollo urbano, donde podemos apreciar que la alta
concentracion de comercios y departamentos del estado;
genera una alta probabilidad de centros de gravedad que sera
concentracion y problemas de transito.

Ahora veamos, si consideramos las inundaciones que se dan
en las ciudades, cada arbol absorbe de la lluvia 35 litros de
agua. Veamos que concentracion es necesaria para evitar las

inundaciones en la ciudad.

Media=35 Desvio=5
X1=29,8969958°
X2=32,4051264°

X3=27,7133331°
Consideramos una probabilidad alta de 0,90

090=1-=
e
_ 1
1-0,90= ol )
0y = .
Ln (eV) =Ln (0'10)
Ln (sin 292 + sin 322 + sin 279)%/t=Ln 2.30258
1/t . (0,38439) = 0,83403
1t =2,16974
T =0,46088 . 12 meses = 5 meses aproximadamente
Entonces, podemos concluir que en poco tiempo (5 meses)
se puede solucionar el problema de las inundaciones en la
ciudad plantando arboles que consuman un promedio de 35

litros de agua y un desvio de 5 litros.

Otro ejemplo

Analizamos centros de distribucién de alimentos en
supermercados para saber si estan muy lejos de los centros
de consumo, algo muy importante en estrategias de
marketing.

De Ec. 2, y a partir de la simulacién en Excel con nimeros
pseudo aleatorios de la normal; obtenemos:
Media=60°  Desvio = 10°
X1=56,4299946°

X2=54,7515107°¢

X3=64,58624072
Haciendo los calculos correspondientes, y para un tiempo de

1 afio obtenemos:
1

Pg=1- 1
¢(((083311+0,81664+0,90318)/3)1) )

Pg =0,92214

Esta alta probabilidad sugiere que al haber una media de
60° y un desvio chico de 10° entonces son simétricos los
centros de consumo con los abastecedores de alimentos y no
hay grandes distancias entre ellos; lo que lleva a una alta
probabilidad de centros de gravedad para soluciones de
marketing.

Centros de gravedad en Z

Consideremos dos centros de gravedad en (x,y), que seran
las medidas de localizacidn del delito respecto a posicion de
centros de consumo. De esta manera el centro de gravedad

delincuente forma angulos con los puntos de robo.

Media =45°  Desvio = 10°
X1=41,4299946°2
X2=39,7515107°2
X3=49,5862407°2

Haciendo los calculos necesarios la probabilidad de centro
de gravedad y con un tiempo t=2 es:
Pgl = 0,56160

Media = 35° Desvio = 15°
X1=42,1443139
X2=36,5778141
X3=38,7715495
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Haciendo los célculos necesarios la probabilidad de
centro de gravedad y tiempo t = 2 es:
Pg2 = 0,54618

Ahora en Z centro de gravedad podemos inferir la
distancia en angulos de la policia con los dos centros de
gravedad de delito en (x,y)

Simulacién en Excel como venimos haciendo
Media=30° Desvio = 10°

X1=34,7611593¢
X2=23,4376547°

De Ec 4 deducimos, y con un tiempo de t=2
Pgz = ((sin 34.Pgl + sin 23.Pg2)/2)'/?
Pgz =((sin 34.0,56160 + sin 23.0,54618)/2)'/?

Pgz = 0,51354

Lo que relativamente es una probabilidad baja de seguridad
en la zona por la lejania en Z de los policias de los centros de

gravedad del delito.

Otro ejemplo
De Ec. 4, hacemos los céalculos a partir de una simulacién
de Excel. Aplicacion en sismos
Media = 70° y desvio = 15°
X1=64,6449918
X2=62,1272661

Las probabilidades para los centros de gravedad en 2
dimensiones
P1=0,56
P2= 0,71, usamos para P1 y P2 subindices.

Tiempo a considerar es la incognita. Tomamos una
probabilidad final media de 0,65.

0,65 = ((sin 64,64°.0,56 + sin 62,12.0,71)/2)"/t

_In0,56681
In 0,65

=1,31790

El anélisis que se hace es que el tiempo es corto entre un
suceso de sismo y otro suceso si se dan las siguientes

consideraciones

1 — EI epicentro se acerca a los 90° con relacion al lugar
donde ocurre el sismo y con un desvio alto

2 — Un desvio alto que aumenta el area de ocurrencia del
sismo

3 — Los centros de gravedad en 2 dimensiones nos acercan
al anélisis de que probabilidades pequefias sugieren que los
sismos suceden en lugares cercanos. Como es en la practica

4 — La probabilidad media de 0,65 nos condiciona en el
tiempo y es precisamente este tiempo de 1,31790 unidades de
tiempo un indicador de sucesos de siSmos muy cercanos entre

Si.

Otro ejemplo

En sismos tomemos un tiempo de sucesos alto de 3
unidades de tiempo y probabilidades de sucesos en 2
dimensiones altas seguidas de una probabilidad final alta;
después consideramos como incognita a los senos de 3
dimensiones.
X1=0,85
X2=0,8
T =4 unidades de tiempo
Pgz = 0,87
Gl1=70°
0,87 = ((sin 702.0,85 + sin G2.0,8)/2)/*
Calculando los Ln
0,34705 = sin G2
G2 = ArcSin 0,34705= 20,30698°

La relacién entre el &ngulo de 70° para G1 y el calculado de
20,30698° para G2 nos indica que a altas probabilidades el
epicentro en gravedad en tres dimensiones abarca grandes
extensiones de suelo que sucede los sismos

IV. CONCLUSIONES Y DISCUSION

Las matematicas que se presentan como modelos
originales de ciencia basica, tienen como objeto ayudar a la
comprension y desarrollo de soluciones a problemas actuales
y de muy dificil abordaje. Se describié mediante inteligencia
artificial un nuevo modelo de algoritmo evolutivo deducido
del error relativo, y centros de gravedad en dos dimensiones y
centros de gravedad en tres dimensiones mediante funcién
seno.

Se aplico a la educacidn en la evolucion de los métodos
pedagdgicos y planes de estudio.

Se realiz6 en economia n andlisis de la interaccion entre la
recesiony laevolucién de la economia en el sistema crediticio.

Se estimd la prediccion de lugares donde acontecera con
mayor probabilidad un delito.
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Se aplicé el algoritmo a revisar cantidad de vehiculos y
transito para maximizar la utilidad.

Se propuso un nuevo teorema en primos.

Mediante el algoritmo de la misma forma se realiz6 un
analisis de sismos.
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Resumen- El presente articulo tiene como objetivo mostrar la
aplicacion de los procesos estocasticos dentro del ambito
financiero, dicha formalizacion ha contribuido a la mitigacion del
riesgo. JustificAndose en que los inversores toman sus decisiones
en los mercados, y suelen tener en cuenta aspectos: como los
objetivos de inversion, la rentabilidad deseada en el periodo, la
exposicion al riesgo y la preocupacion por la liquidez. Por lo que,
solo identificando las amenazas y evaluando todos los escenarios
posibles se pueden prevenir las pérdidas en situaciones
inesperadas. A manera de conclusion se simulan los precios
futuros del tipo de cambio USD/MXN para el afio 2023, con la
finalidad de hacer una comparacion con los datos reales. Para lo
cual se aplica el método Monte Carlo, haciendo uso del
Movimiento Browniano Geométrico (GBM), debido a que puede
proporcionar una buena aproximacion del comportamiento del
precio de un activo financiero en un futuro cercano.

Palabras Clave- Expectativas, Métodos de simulacion, Procesos
estocasticos, Riesgo e incertidumbre.

Abstract. The purpose of this article is to show the application
of stochastic processes within the financial field, such
formalization has contributed to risk mitigation. It is justified by
the fact that investors make their decisions in the markets, and
usually take into account aspects such as investment objectives,
desired profitability in the period, risk exposure and liquidity
concerns. Therefore, only by identifying threats and evaluating
all possible scenarios can losses in unexpected situations be
prevented. In conclusion, the future prices of the USD/MXN
exchange rate for the year 2023 are simulated in order to make a
comparison with real data. For which the Monte Carlo method is
applied, making use of the Geometric Brownian Motion (GBM),
because it can provide a good approximation of the behavior of
the price of a financial asset in the near future.

Keywords. Expectations, Risk and uncertainty, Simulation
methods, Stochastic processes.

Mathematical Subject Classification: 65C05.

I. INTRODUCCION

Al estudiar algunos modelos dentro de la economia y las
finanzas, se asume que algunas variables tienen un
comportamiento lineal, incluso existen supuestos irreales que
son constantemente debatidos; como la informacion perfecta
y la eficiencia del mercado, donde todos los inversores tienen
expectativas idénticas sobre las perspectivas futuras. Sin
embargo, en la realidad, se observa un alto grado de
volatilidad, lo que indica que estos supuestos son insuficientes
para explicar el comportamiento de las variables. Debido a que
la informacion disponible no es perfecta ni completamente
confiable, las variables econémicas y financieras cambian

continuamente, lo que implica que sus comportamientos no
son constantes. Por lo tanto, se necesitan desarrollar
metodologias para explicar y pronosticar el comportamiento
de las variables y reducir el riesgo. Una de estas metodologias
es la modelacion de procesos estocasticos.

Para [1], son los tedricos ortodoxos quienes adaptan y
formalizan la toma de decisiones como una opcién de
maximizar una funcién de beneficios, aplicando un modelo de
eleccion puramente l6gico, donde adaptan los aspectos de la
matematica para explicar el comportamiento de la sociedad,
del individuo. Por lo que el “mundo econémico” puede ser
entendido por modelos construidos con la formalizacion de
relaciones econdmicas, que, son una abstraccién, lo que
permite la simplificacion e interpretacion de las principales
variables.

La utilizacion de las técnicas matemaéticas de optimizacion
clasica permitio, dentro del andlisis econémico, encontrar los
valores de las variables de interés, que una vez alcanzadas,
tendian a continuar por si solas, dando por hecho la posibilidad
de alcanzar la posicién de equilibrio, aun cuando ocurra un
cambio en un parametro del modelo seleccionado, pues se
tendra un desplazamiento de la posicién de equilibrio inicial a
la posicidn de equilibrio final.

Sin embargo, la aplicacion de este tipo de modelos
matematicos no logra explicar totalmente ciertos fenémenos
econdmicos de tipo productivos como el empleo, la inversion,
los precios y el producto (no explican el comportamiento real
de la variable). Por lo que es complejo determinar con
exactitud la volatilidad de los precios, las tasas de interés.
Ejemplo de ello, se hace referencia a la Gran Depresién de
1929, donde fue muy complejo determinar las razones que
impulsaron dicha crisis.

Aunque [2], determina que son entre los afios sesenta y
ochenta cuando se pone en evidencia la incapacidad de la
macroeconomia tradicional, siendo incapaz de anticipar
shocks inesperados, siendo necesario aplicar técnicas
dindmicas estocésticas. Ademas del creciente interés por el
estudio de la incertidumbre para analizar el mercado
financiero en la toma de decisiones.
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Il. FORMALIZACION DE EXPECTATIVAS Y PROCESOS

ESTOCASTICOS.

La importancia del estudio y utilizacion de procesos
estocasticos en el campo de las finanzas resulta una
herramienta poderosa en la solucién de problemas financieros,
de seguros y en toda aquella situacidn que se presente un cierto
grado de incertidumbre en funcion del tiempo.

Siguiendo a [3] y [4], un proceso estocastico se puede
definir como, X = {X,}:<r lacual es una coleccion de variables
aleatorias (definidas en el mismo espacio de probabilidad
(Q,F, P)) que toma valores en un conjunto S con parametro T,
es decir, para cada t € T, X, es una variable aleatoria. Por lo
tanto, un proceso estocastico puede ser interpretado como la
evolucion en el tiempo de algin fenémeno cuyo
comportamiento se rige por el azar.

La aplicacién de estos procesos se remonta a la década de
1960, cuando el matemético frances Benoit Mandelbrot
desarroll6 la teoria de los fractales para el estudio de la
dindmica de los precios de los activos financieros.
Posteriormente, en la década de 1970, Robert Merton y otros
investigadores  utilizaron  procesos  estocésticos para
desarrollar modelos de valoracion de opciones financieras, lo
que sento las bases de la teoria moderna de la valoracion de
activos. De esta manera, en los mercados financieros, los
procesos estocasticos se utilizan para modelar la dindmica de
los precios de los activos financieros, la volatilidad y el riesgo,
lo que permite a los inversores comprender y predecir el
comportamiento de los mercados.

Pero ademas dentro del &mbito de la teoria se supone que
las decisiones de los agentes dependen no solo de los sucesos
que han pasado, sino también de las expectativas que se tienen
sobre el futuro. Esta idea de conocer el futuro tiende a dar
cierta confianza al reducir la incertidumbre sobre situaciones
con alta volatilidad, y esto se debe a la creencia de que ocurra
lo esperado, si bien, las expectativas ayudan con el proceso de
tomar una mejor decision, en ningin momento eliminan el
riesgo de la decision.

[5] Clasifica a las expectativas segun la posicién temporal,
es decir; en pasado, en el presente y en el futuro, aunque solo
se menciona las comdnmente conocidas en el ambito
econdmico-financiero: estaticas, extrapolativas, y adaptativas.

a) Estaticas: El pensamiento que se tiene es que las
condiciones prevalecen con el paso del tiempo. Por ejemplo,
para determinar el nivel de precios esperado, la expectativa
estatica del mismo se puede expresar de la siguiente forma:

P =P, 1)
Siendo fuertemente criticadas por  considerarse
reduccionistas y simplistas (situacion de equilibrio).

b) Extrapolativas: Estas son propuestas por [6]. La
férmula que identifica este tipo de expectativas para dos
periodos atras se puede expresar de la siguiente forma:

P =P_1+a(Prq+P_3) 2

Entonces segun el método extrapolativo supone que el
precio esperado en el periodo t puede ser directamente
identificado con algun valor efectivo y el pasado del mismo.
Es decir, que este tipo de expectativas describen cdmo los
individuos toman decisiones en un periodo determinado,
haciendo uso de informacion pasada de manera sucesiva, en
cada periodo, [7] afirma que este tipo de extrapolacién ha sido
considerado poco satisfactoria ya que el precio estd
determinado solamente por precios pasados, haciendo caso
omiso de la informacién que pueda estar contenida en otros
factores.

¢) Adaptativas: Propuestas por [8], y utilizadas por [9], en
ellas se establece que los agentes econémicos elaboran sus
previsiones sobre el futuro extrapolando la informacion del
pasado y el presente.

Pf =aP,_ 1+ (1 — )P, (©)]

Es decir, que el precio esperado en el periodo t es revisado
periddicamente en funcién del porcentaje de error entre lo
esperado en el Gltimo periodo y lo que efectivamente ocurrid.
En otras palabras; los individuos toman en cuenta su pasado,
asi como sus errores y van adaptandose a sus nuevas
decisiones.

Por ultimo, existen las expectativas Racionales [10], las
cuales, parten de la hipétesis que los agentes econémicos no
desperdician informacion, y que se utiliza de forma eficiente
toda la informacidn sobre el estado pasado y presente de la
economia. Por lo que, las expectativas racionales, suponen que
los agentes constantemente y, por regla general, utilizan toda
la informacién disponible para hacer prondsticos del
comportamiento futuro de la economia y a partir de ello
definen su comportamiento cotidiano. Aunque, es interesante,
es cuestionado, porque pensar que los individuos no
desperdician informacién o que tienen acceso a toda ella, es
volver a suscribirnos a los neoclasicos con supuestos de
informacion perfecta.

Es claro, que la utilizacion de los procesos estocasticos es
una formalizacion de las expectativas. Por ejemplo, los
procesos de Markov se caracteriza a través de sus funciones
condicionadas a la informacién pasada. De tal manera, se
podria debatir su utilidad en la implementacion del mercado.
Debido a que un proceso estocéstico que modele el precio de
una accién en el mercado es comun que dependa de los precios
anteriores de la accion. El precio de una accién en un momento
dado puede verse influenciado por los precios de dias o
semanas anteriores, lo que implica que la informacion pasada
es relevante para predecir el comportamiento futuro del
proceso. A continuacion, se describe una forma general de
representacion de un proceso estocastico dependiente del
pasado utilizando la notacion de funcion aleatoria;

Xt = f(Xt_l'Xt—z + -4 Xt—p)! t € T (4)

Donde X,, es el valor aleatorio del proceso estocastico en
el tiempo t, f es una funcion que representa la evolucion del
proceso estocastico en el tiempo t, y que puede depender de
los valores anteriores del proceso.
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La presencia de dependencia del pasado en un proceso
estocastico puede tener implicaciones importantes en su
modelado y analisis, ya que puede afectar a la prediccion, la
estimacion de parametros y la interpretacion de los resultados.
Por lo tanto, es importante tener en cuenta la posible
dependencia del pasado al construir y analizar procesos
estocésticos.

[11], [12] construyen un proceso de manera aditiva,
considerando que el precio de una accién se comporta de la
siguiente forma:

Yo=Y +X 5)

Donde X, es la perturbacién estocastica que, asume una
caminata aleatoria con distribucion normal X,~N(0,a2t).
Esta afirmacion parte del teorema central del limite [13]. Sea
X;,X,,...una sucesidon infinita de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, con media p y
varianza o ambas finitas. Entonces la variable aleatoria:

X1+ X,++X,—n
7, = 1 2 n U 6)

no?

Converge en distribucion a una variable normal estandar.
Es decir, la funcién de distribucion de la variable aleatoria Z,
tiende a la funcidn de distribucidn de una variable aleatoria
normal estandar cuando n — oo. Aunque, el proceso
estocastico presentado en la ec. (5), puede generar valores
negativos, lo que conducen a mayores limitaciones, una
solucién es la aplicacion del Movimiento Browniano, también
conocido como proceso de Wiener, que de acuerdo con [4] y
[14], lo definen como un proceso estocastico {W;:t = 0} con
valores en R que cumple las siguientes propiedades:

1.W, =0 c.s.

2.Las trayectorias t — W, son continuas

3.Se tienen incrementos independientes, es decir,
Para0 <s<t<u<v<T,losincrementos
W, — W, y W,, — W,, son independientes

4. La distribuciéon de los incrementos es:
W, — W, ~N(0,6%(t —s)),Vt >5 =0

Ademas, una extension de este proceso es el Movimiento
Browniano Geométrico (Geometric Brownian Motion en
inglés), en especifico, es un tipo de proceso estocastico que se
utiliza en la modelizacion de los precios de algunos activos
financieros, como acciones o divisas. Este proceso se puede
definir matematicamente de la siguiente manera:

Sean uy o > 0dos constantes,y x, > 0.El GBM es el
proceso {X;:t = 0} solucion de la ecuacion estocastica:

dX, = pX,dt + oX.dW, @

Xt=x0

Donde se puede interpretar a dX, como el cambio en el
precio del activo X, en el tiempo t, u es la tasa de crecimiento
o0 tendencia esperada del precio del activo, o es la volatilidad
del precio del activo, dW, es un incremento del proceso de
Wiener 0 movimiento browniano estandar en el tiempo t.

En la ec. (7), la primera parte uX.dt representa el
componente determinista del proceso, haciendo que el proceso
se mueva en una direccion esperada en el tiempo t. La segunda
parte oX.dW, representa el componente estocastico del
proceso, este término introduce la variabilidad aleatoria en el
proceso debido al Movimiento Browniano, lo cual refleja la
volatilidad de una inversion con riesgo y sujeta a las
fluctuaciones de los mercados financieros.

Al proceso estocastico {X,: t = 0} se le llama proceso de
Ito y satisface la EDE de la ec. (7). La cual para solucionarla,
se puede obtener heuristicamente utilizando una aproximacion
mediante la expansién de la serie de Taylor de la funcién hasta
sus segundas derivadas y conservando los términos de primer
orden en el incremento de tiempo y de segundo orden en el
incremento del Movimiento Browniano. Es decir, debe
aplicarse el lema de Ito.

De la ec. (7), se puede obtener:

X— = ,let + O'th (8)

t

dax, .. .
En donde X—f representa el rendimiento del activo en un
t

periodo infinitesimal de tiempo. Aplicando el lema de Ito a la
funcién In X;:

of of 1 f 1

I A AR 57

Ahora, se utiliza el lema de Ito para obtener el diferencial

de f(Xe):

2
df (X,) = o 4t + idXt +1(;—)’;

2
ot aX, 2 > (dX,)

Se reemplazan los valores de las derivadas parciales y d X,
de la ecuacion diferencial original:

1
df (X,) = 0dt + X—(uXtdt + oX.dW,)
t

1 1 5
+E _X_t2 (uX.dt + oX.dW,)
df (X;) = udt + adW,

1
- <§) (u2dt? + 2uo dtW, + a2dW,?)

Luego, al considerar una aproximacion de segundo orden,
ignoramos los términos de orden superior a dt y dW,>.
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1
df (X)) = u dt + adW, — (E) (040 + o2dt)

1
df (X,) = (/.t - 502) dt + adW,

Ahora se integran ambos lados de la ecuacién para
encontrar la ec. (9):

J-df(Xt) = f(u—%az>dt+ deWt

La integral estocastica [ adW, se define en términos de
sumas de Riemann estocésticas o limites en el sentido de la
convergencia en probabilidad. En esta integral se estan
acumulando los cambios aleatorios generados por el proceso
de Wiener en un intervalo de tiempo [0, t]. Por lo tanto, se
puede considerar que [ cdW, = oW,.

1
InX, = (,u—502>t+ oW, +C

X, = e(u—%az)t+UWt+C 9)

Donde C es una constante de integracion. Dado que X, =
X, S€ puede encontrar el valor de C, y obtener:

(u—%az)tﬂrWt

(10)

Xt = Xgp€

Siendo x,, el valor inicial del proceso en el tiempo t = 0,
de tal manera, el valor a estimar es resultado del valor anterior
sometido a una perturbacion estocastica asociado a la media y
la volatilidad.

I11. SIMULACION DEL TIPO DE CAMBIO USD/MXN

El andlisis del tipo de cambio es importante porque es una
variable macroeconémica fundamental que afecta a diferentes
aspectos de la economia de un pais, como el comercio
internacional, la inversion extranjera, el turismo, incluso la
inflacion. Por lo tanto, es relevante entender y predecir el
comportamiento del tipo de cambio para tomar decisiones
informadas en diferentes areas de la economia.

Para el caso de México el tipo de cambio USD/MXN ha
experimentado varias fluctuaciones y eventos significativos,
desde su cambio de régimen a libre flotacion, que llevan a la
paridad a tener periodos de depreciacion: como pueden ser a
causa de las crisis financieras, incertidumbre en la politica, la
caida en los precios del petréleo, la volatilidad en los mercados
internacionales, etc., aunque, a partir de abril de 2020 a
presentado una fuerte apreciacion, esto se puede observar en
la siguiente grafica.

Tipo de cambio diario-USD/MXN

Precio de cierre

B N TR A L O L

Fecha

Rendiemiento diario

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00

-0.02

B T I L O L
Fecha

Figura 1: Comportamiento del tipo de Cambio. Fuente: Elaboracién propia

La figura. 1. Muestra el precio de cierre diario del tipo de
cambio USD/MXN del 01/01/2014 al 23/06/2023, obtenidos
de Yahoo Finance, observando una alta volatilidad la cual se
ve reflejada en los rendimientos diarios, asi como al evaluar
los estadisticos descriptivos. Presentando un coeficiente de
variacién de 13.20%, con minimos de 12.8372 USD/MXN y
méximos de 25.3362 USD/MXN.

Tabla I: Estadisticos descriptivos del tipo de cambio USD/MXN.
Fuente: Elaboracién propia

Cantidad de datos 2472

Media 18.550224
Desviacion estandar 2.449232
Minimo 12.837200

25% 17.755813

50% 19.037075

75% 20.039830
Maximo 25.336201

En este trabajo se buscd modelar un periodo corto, para
que el proceso basado en la media y la volatilidad histérica del
tipo de cambio pueda proyectar de manera eficiente los valores
futuros. Ademés, se debe tener en cuenta que el
comportamiento del tipo de cambio USD/MXN es
influenciado por una amplia variedad de factores y puede ser
volatil y sujeto a cambios significativos en el corto plazo.

Dicho lo anterior, este apartado tiene como objetivo
simular el tipo de cambio bajo un GBM haciendo uso del
método Monte Carlo, para lo cual se utilizaran los datos
historicos del tipo de cambio USD/MXN, del 01/01/2022 al
01/01/2023. Tomando asi un afio bursétil de referencial.
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Tipo de cambio diario-USD/MXN
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Figura 2: Comportamiento del tipo de Cambio. Fuente: Elaboracion propia.

En este periodo analizado y propuesto mantiene un
coeficiente de variacion del 2.03% con un precio minimo de
19.12 USD/MXN, y un méaximo en 21.36 USD/MXN,

proyectando un periodo estable.
Tabla Il: Estadisticos descriptivos del tipo de cambio USD/MXN. Fuente:
Elaboracion propia

Cantidad de datos 260

Media 20.106256
Desviacion estandar 0.408369
Minimo 19.128300

25% 19.848890

50% 20.091255

75% 20.397600
Méximo 21.362391

De esta manera, se utiliza el lenguaje de Python, para
calcular los retornos diarios y la volatilidad a partir de los
datos descargados. Para asi, generar un array de series de
precios simulados utilizando un bucle anidado (creando 10
entradas). En cada iteracion del bucle, se utiliza la formula del
Movimiento Geométrico Browniano para calcular el precio
simulado en el siguiente dia, multiplicando el precio simulado
del dia anterior por un factor que se obtiene de una distribucién
normal con media igual a la tasa de drift (1) y desviacién
estandar igual a la volatilidad (a). (Ver el Algoritmo 1)

Finalmente, se grafican las simulaciones de precios en un
grafico para 260 dias.

Simulacién del tipo de cambio USD/MXN

Precio de cierre

— Caminata 1
Caminata 2 J
Caminata 3 : Vi
Caminata 4
Caminata 5
Caminata 6
Caminata 7 ]
Caminata 8 Vich
Caminata 9

15 Caminata 10

0 50 100 150 200 250
Dias

Figura 3: Simulacion del Tipo de Cambio. Fuente: Elaboracion propia

La figura. 3. Muestra los resultados de la simulacién
estocastica para los valores del tipo de cambio durante un afio
bursatil, en donde se observan distintos escenarios posibles
sobre su comportamiento para el afio 2023, las cuales se
encuentran distinguidas por color y una etiqueta. Se puede
notar una dispersion entra las caminatas entre mayor sea el
naimero de dias simulados. Es importante tener en cuenta que
la simulacion de precios puede variar segun los pardmetros
utilizados, como la tasa de drift, la volatilidad, el periodo de
tiempo y el nimero de simulaciones. Por lo tanto, es necesario
tener precaucion al interpretar los resultados de la simulacion
y considerar otros factores relevantes en la modelacién de
precios en un contexto real. Por Gltimo, se debe mencionar
gue, el modelado predictivo es uno de los métodos
matematicos mas conocidos en distintas areas como las
ciencias sociales, la ingenieria y las finanzas, entre muchas.
Una de las aplicaciones es la prediccion del precio de las
acciones. Aunqgue la volatilidad de los mercados financieros
hace que la prevision, sea una tarea dificil. Con demasiada
frecuencia se hacen previsiones, pero apenas se revisan para
ver hasta qué punto fueron acertadas. Por esta razon, se
decidio comparar las simulaciones con los datos reales del tipo
de cambio, por lo que se necesitan los datos del tipo de cambio
desde el primer dia de enero hasta la fecha actual; es decir del
01/01/2023 al 23/06/2023, (ver el Algoritmo 2). Teniendo 124
datos reales del tipo de cambio; como se muestra en la grafica
de la figura 4,donde los resultados de las predicciones son
correctos debido a que logran capturar los datos reales,
siguiendo incluso las caminatas 4, 6, y 8.

Tipo de cambio diario USD/MXN

50 100 150 200 250
Dias

Figura 4: Simulacion del tipo de cambio vs tipo de cambio real. Fuente:
Elaboracion propia
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Si bien, el GBM tienen la capacidad de simular los precios
de una accion, en este caso el tipo de cambio. Se debe tener en
cuenta que tiene algunas dificultades el método.

Algoritmo 1. Se utiliza la técnica de caminata aleatoria
para simular el comportamiento del tipo de cambio en el futuro,
y se ajusta la desviacion estandar segun los datos histéricos
para reflejar la volatilidad. La simulacién se realiza en Python
utilizando la biblioteca Pandas y otras bibliotecas de analisis
de datos.

# Descargar datos histéricos del tipo de
cambio MXN/USD
ticker = "MXN=X"

start = datetime.datetime (2022, 1, 1)
end = datetime.datetime (2023, 1, 1)
df = yf.download(ticker, start=start,

end=end)

# Calcular los retornos diarios y la
volatilidad

df ["daily returns"] =
df["Close"].pct change ()

mu = df["daily returns"].mean ()
sigma = df["daily returns"].std()

# Definir el nUimero de dias para la
simulacién y el numero de simulaciones
days = 252

simulations = 10

# Generar un array de 10 series de precios
simulados para 1 afio
simulated price series =

np.zeros ((simulations, days))
simulated price series[:, 0] =

df ["Close"].iloc[-1]

for i in range(simulations) :

for j in range(l, days):
simulated price series[i][]] =
simulated price series[i][j - 1] * (1 +

np.random.normal (mu, sigma))

# Graficar las simulaciones

plt.figure(figsize=(10, 6))

for i in range(simulations):
plt.plot(simulated price series[i],

lw=1.3, alpha=0.9, label=f"Caminata {i+1}")

plt.title("Simulacidén de precios del tipo de
cambio USD/MXN")

plt.xlabel ("Dias")

plt.ylabel ("Precio de cierre")

plt.show ()

Algoritmo 2. Para comparar la simulacién con los datos
reales del tipo de cambio, primero necesitamos obtenerlos
desde el primer dia de enero hasta la fecha actual. Podemos
obtener estos datos utilizando la biblioteca yfinance de Python.

start date = '2023-01-01"

end date = datetime.datetime.now ()

tickers = ['MXN=X']

tipo = yf.download(tickers, start=start date,
end=end date, interval='1ld') ['Close']

tipo = pd.DataFrame (tipo)

# resetear el indice del DataFrame y eliminar
la columna 'Date'

tipo = tipo.reset index () .drop('Date’',
axis=1)

# Graficar las simulaciones y el precio
actual
plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot (tipo, label="USD/MXN
reales)")

(datos

for i in range(simulations):
plt.plot(simulated price series([i], 1lw=1l,

alpha=0.5, label=f"Caminata {i+1}")
plt.title("Tipo de cambio USD/MXN")
plt.xlabel ("Dias")

plt.ylabel ("Precio de cierre")
plt.legend()

plt.show ()

IV. CONCLUSIONES Y DISCUSION

Al momento de realizar este tipo de simulaciones con
proyecciones a un afio, se puede notar que entre mas lejano es
el periodo futuro considerado, menos se sabe sobre él; tal
como lo dice [15]. Por otro lado, este tipo de procesos
consideran una media y volatilidad constante para la
simulacion, aunque podria presentarse como un
inconveniente, debido al cambio en los precios, incluso al
presentarse un evento inesperado, dichas predicciones
quedarian fuera del comportamiento de los datos.

Por Gltimo, debe mencionarse que, si bien es cierto, este
método logro capturar el comportamiento del tipo de cambio
para lo que va del afio en curso. Esto mismo somete a la serie
a una hipétesis de distribucién, lo que podria llevar a
resultados inexactos, debido a una mala distribucion. Ademas,
puede ser dificil encontrar una distribucion adecuada para
algunos tipos de activos financieros, como los derivados
complejos. Una posible solucién a este inconveniente es la
aplicacion del modelado de redes neuronales (RNA), ya que
este enfoque es capaz de aprender patrones en los datos sin la
necesidad de hacer suposiciones explicitas.

REFERENCIAS

[1] Gémez, N. G.: ¢El consenso sobre la racionalidad econémica? Estudios
Gerenciales, Universidad ICESI, 49-60. (2000).México.

[2] Hernandez, J.: Usos y limitaciones de la dindmica estocastica en el analisis
macroeconémico convencional. Universidad Auténoma Metropolitana-
Azcapotzalco, Departamento de Economia. (2012). México, D.F.

[3] Uribe, G. B.,: Procesos Estocasticos |, Capacitacion técnica especializada
en el nuevo marco de Solvencia. Instituto de Mateméaticas Universidad
Nacional Auténoma de México.(2016).México.

[4] Rincon, L.,: Introduccion a los procesos estocasticos. Departamento de
Matematicas, Facultad de Ciencias UNAM. (2012). México.

[5] Hornero, D. C.,: Expectativas financieras y la decisién de inversién. Dpto.
Matematica Econdmica, Financiera y Actuarial. Avda. Diagonal 690, 08034
Universidad de Barcelona. (2004). Barcelona

[6] Goodwin, Richard M.. “Dynamical Coupling with Especial Reference to
Markets Having Productions Lags”, Econometrica, 15(3), pp. 181-204. (1947).
USA.

© Autor(es) 2023. Articulo de acceso abierto bajo licencia CC BY-NC-ND @ ® ® @

38



Journal de Objetos y Objetivos Matematicos No. 8; enero-junio 2023.
ISSN 2683-264X. https://joom.org.mx

[7] Marco, L. E. Expectativas de precios. Econémica, Afio XV, No. 3, 275-
281. (1969).México.

[8] Cagan, Phillip. “The Monetary Dynamics of Hyper-inflation”, en Milton
Friedman (ed.), Studies in the Quantity Theory of Money. Chicago: University
of Chicago Press(1956).USA.

[9] Nerlove, Marc. The Dynamics of Supply: Estimation of the Farmers’
Response to Price. Baltimore: John Hopkins University Press. (1958). USA.

[10] Muth, J. Rational expectations and the theory of price movements.
Econometrica. (1961). USA.

[11] Cruz, A., Zapata, C., & Medina, D. Comportamiento del precio de las
acciones en Colombia un enfoque de la caminata aleatoria. Scientia et
Technica Afio XVI, No 44, 84-89. (2010). Colombia.

[12] Velasquez-Gaviria, D. Introduccién al Movimiento Browniano para
Finanzas en R. Departamento de Finanzas, Instituto Tecnologico
Metropolitano. (2019). Colombia.

[13] lacus, Stefano M. Simulation and Inference for Stochastic Differential
Equations. Springer.(2008).USA.

[14] Sidney I. Resnick. Adventures in Stochastic Processes, Birkhauser.
(1992). Boston, MA.

[15] Ros, Jaime. La Teoria General de Keynes y la macroeconomia moderna.
Investigacion econémica, Vol. LXXI, 279, enero-marzo, 19-37. (2012).
México.

© Autor(es) 2023. Articulo de acceso abierto bajo licencia CC BY-NC-ND @ ® ® @
39



%urnal de

@K@j@ﬁ@@ Y%
Objetives
Mateméticos



	0_portada
	01_indice
	1 Campos Ciclotómicos Un breve análisis estructural elemental
	2 Descripción del algoritmo J1 para solucionar ecuaciones cuadráticas con raíces ℝ o ℂ
	3 Modelo matemático de una función Lyapunov-Razumikhin para control de sistemas discretos con función barrera y retardo infinito
	4 Propuestas en modelos matemáticos originales en inteligencia artificial y probabilidad para educación, economía, seguridad ciudadana, cáncer, sismos y tránsito
	5 Modelando la dinámica del tipo de cambio USDMXN mediante la aplicación de procesos estocásticos
	6_Contraportada

